STATISTIQUES INFERENTIELLES Version 2 - 02/05

m Outils de navigation

ra Affiche la page précédente D] Affiche la boite de dialogue "Recherches"

[ — |
D] Affiche la page suivante r@ Affiche la page d'accueil (permet de changer de cours)
—~——< | |

m Affiche le plan du cours
— |

m Restrictions

Ce cours interactif est prévu pour une utilisation sur machine (en ligne ou sur Cd-rom). Il n'est donc pas possible de lancer une impression
a partir du cours. Le cours imprimable permet de conserver une trace papier, il doit étre complété a I'aide du cours interactif. Le support
papier permet également de compléter, a posteriori, les connaissances acquises a l'aide du cours interactif.

Il n'est pas possible de modifier une partie du cours ou les commentaires, seuls les champs des exercices peuvent étre remplis mais ils ne
seront pas conservés lors d'une utilisation future.

Il n'est pas possible de copier le cours ou toute partie (graphiques, tableaux, vidéos ...).

(A )
K K
«

[

Pré-requis indispensables pour ce cours :

- Les statistiques descriptives

- Les lois de probabilités

iutenligne.net

Commencer le cours ... Cours imprimable Exercices corrigés

Tables statistiques Q.C.M.



http://www.iutenligne.net

STATISTIQUES INFERENTIELLES

1. Echantillonnage d'une population

O

Voici quelques raisons d'échantillonner une population :

Le budget est limité et le colt de collecte important.

Il faut user ou détruire les éléments pour en mesurer la qualité (par exemple résistance d'un
article...).

Les résultats sont plus fiables sur un nombre peu élevé d'observations.

Pour prélever un échantillon, il existe plusieurs méthodes :

(Echantillon au hasard)
Chacun des N elements de la population a les mémes chances d'étre tiré.

Méthode des quotas
L'échantillon représente en miniature la population vis-a-vis des caractéristiques qui influent sur
le phénomene étudié.

Méthode en cascade

On tire au hasard un échantillon de quelques villes, puis dans chaque ville un échantillon de
quelques quartiers, puis dans chaque quartier un échantillon de quelques individus. Tous les
individus de ces groupes sont sondés.

Lorsque le tirage de I'échantillon se fait sans remise, on dit que I'échantillon est exhaustif, au

contraire, lorsque le tirage de I'échantillon se fait avec remise, on dit que I'échantillon est non

exhaustif. EJ


Remarque
Echantillon au hasard :

C'est la technique la plus simple à mettre en œuvre. Elle est assimilée au tirage de boules, au hasard, dans une urne. On suppose dans la suite du cours les échantillons comme pris au hasard.

Remarque
1. Lorsque la taille de la population (N) est importante et que le fait de prélever un échantillon exhaustif (de taille n petite par rapport  N) de la population ne modifie pas notablement le caractère étudié, on peut alors considérer l'échantillon comme non exhaustif.

2. Une population finie (de taille N) avec un échantillonnage non exhaustif peut être considérée comme infinie.
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1. Echantillonnage d'une population

o Le biais sur les mesures
personne est incompétente...)

o Le biais de recrutement

possibles :
_ Population
™ Taille N
m;oc
Echantillon
Taille n
Me ; Ce

Bien sdr les résultats obtenus sur I'échantillon ne sont pas identiques a ceux qui auraient pu

I'étre sur la population. Le but du cours est de fournir des outils permettant de déduire les

parameétres de la population, connaissant ceux de I'échantillon.

Il existe cependant deux sources de distorsions importantes :

Les résultats sont mesurés avec des erreurs (I'appareil qui prend les mesures est défectueux, la

L'échantillon prélevé n'est pas représentatif de la population vis-a-vis du caractere étudié.

Etant donnée une population de taille N et un échantillon de taille n, deux configurations sont

Population
Taille N
m;c

Echantillon
Taille n

Me ; Ce

Induction : on déduit les paramétres de
I'échantillon de ceux de la population.

Estimation : on estime les paramétres de
la population de ceux de I'échantillon.
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2. Induction

Dans ce paragraphe, on considére que les paramétres de la population sont connus (moyenne,
écart-type ...).

On considére tous les échantillons de taille n que I'on peut extraire d'une population de taille N,
de moyenne m et d'écart type o.

Pour chaque échantillon, on peut calculer la moyenne d'une certaine propriété qui varie d'un
échantillon a l'autre.

On obtient alors, une variable aléatoire X, égale a la moyenne des éléments sur tout échantillon
de taille n, dont la loi de probabilité est appelée distribution d'échantillonnage des moyennes.

Remarque :

On peut aussi définir F la variable aléatoire égale a la proportion de réussite sur tout échantillon
de taille n, dont la loi de probabilité est appelée distribution d'échantillonnage des fréquences.

Exemple :

Soient les notes de mathématiques d'un étudiant: 4 ;5;8;10; 12 ; 13.

Calculer la moyenne et I'écart type de la population des notes.

Former tous les échantillons exhaustifs possibles de taille 2.

Calculer I'espérance et I'écart type de la distribution d'échantillonnage des moyennes.
Recommencer dans le cas d'un échantillon non exhaustif.

o A
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2. Induction

Solution :

1. onam=[__Jet o= 1. [IE0HGN

2.
4:5 me = 4,5 5:8 me = 6,5 8:12 me = 10
4:8 Me =6 5:10 me=75 8:13 me = 10,5
4:10 Me=7 5:12 me = 8,5 10 ;12 me = 11
4:12 Me = 5:13 Me = 10;13 me = 11,5
4:13 me = 8,5 8:10 Me = 12:13 me =125

3. La variable aléatoire X, égale a la moyenne des éléments sur tout échantillon exhaustif de
taille 2 suit la loi de probabilité :

45| 6 |65 7 |75 8 |85 9 10 [10,5] 11 [11,5]12)5
2/30 | 2/30 | 2/30 | 2/30 | 2/30 | 2/30 | 4/30 | 4/30 | 2/30 | 2/30 | 2/30 | 2/30 | 2/30

i

DoncEX)=[_____ ] et oX)=[___].

4. De maniére identique, la variable aléatoire X, égale a la moyenne des éléments sur tout
échantillon non exhaustif de taille 2 suit la loi de probabilité :

4 45| 5 | 6 |65 7 |75 8 (85| 9 |10 [10,5] 11 [11,5] 12 |12,5] 13
1/36|2/36|1/36)2/36|2/36|2/36|2/36|3/36|4/36|4/36|3/36|2/36|2/36]2/36|1/36|2/36]|1/36

i

DoncE(X)=[____] et s(X)=[___] .
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2. Induction

©® Cas d'une moyenne

On considére tous les échantillons non exhaustifs de taille n que I'on peut extraire d'une
population de taille N, de moyenne m et d'écart-type . On appelle X la variable aléatoire décrivant
le caractere étudié sur la population.

On considére la variable aléatoire X, égale a la moyenne des éléments sur tout échantillon de
taille n ; on s'intéresse donc a la distribution d'échantillonnage des moyennes.

Exercice

Un n-échantillon est la réalisation d'un n-uplet (X; ; ... ; Xq) les X étant des variables aléatoires
indépendantes de méme loi que X. On a alors X = LSk XZ; X

B(X) = E(T “n E(Z X)) =q ZEX)="—p " =m.

et

V)= (E5)- L. vz x) = & Tvo =10 VX, BB

o Pour un échantillon non exhaustif de taille n, on a: E(X)=m et o(X) = %-
; , . : — < c N-n
o Pour un échantillon exhaustif de taille n,ona: E(X)=m et o(X) = % XN\ N1

(Le théoreme de la limite centrale)nous permet d'affirmer que pour de grandes valeurs de n
(n > 30) la distribution d'échantillonnage des moyennes est approximativement la loi normale

N(m ; \/—) [respectivement N (m ’\/ )] EJ



Remarque
Attention : la variance d'une somme est égale à la somme des variances car les variables aléatoires sont indépendantes

Remarque
Théorème central limit :

La somme de n variables aléatoires indépendantes suivant une même loi de probabilité de paramètres connus, tend à suivre une loi normale dès que n est plus grand que 30.

Remarque
Si sur la population la loi suivie est normale alors la distribution d'échantillonnage est exactement une loi normale quelle que soit la valeur de n.

Remarque
Ce coefficient s'appelle le coefficient d'exhaustivité.
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2. Induction

® Cas d'une proportion

Soit une population de taille N avec une probabilité de réussite p et une probabilité d'échec
(1-p).

Considérons tous les échantillons non exhaustifs de taille n extraits de cette population et
pour chaque échantillon, on détermine la proportion de succes.

On considére Y la VA égale au nombre de succés sur un échantillon de taille n donné. Y suit la
loi binomiale B(n ; p).

Si n > 30 on peut considérer que Y suit approximativement la loi normale N (nxp ;\/n xpx(1-=p))

Onaalors F = 7 qui représente la variable aléatoire égale a la proportion de réussites sur

I'échantillon.

On obtient alors une variable aléatoire F telle que :

1 —
Lorsque n est assez grand (n > 30) la loi de F est approximativement N (p ; "\ /me)

[respectivement N (p ; "\ /M1T—EZ x s — AN}

Donc :

o Pour un échantillon non exhaustif : E(F) =p et o( F) ="\ /M"T—B)

Ip(1 = N -
o Pour un échantillon exhaustif : E(F)=p et o(F)= P_(TEZ X N ?
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2. Induction

Exercice :

Une enquéte écrite est réalisée sur un échantillon de 250 clients ciblés. Une étude statistique a
montré que le taux de défection moyen, dans ce genre d'enquéte, est de 15 %.

Les questions peuvent alors étre :
o Quelle est la gamme plausible des défections sur I'échantillon ?

o L'échantillon est-il bien ciblé ?

Solution :

On considére Y la VA égale au nombre de défections sur I'échantillon. Y suit la loi binomiale
B(250 ; 0,15). Comme n > 30 on peut considérer que Y suit la loi normale N (250x0,15 ;

\[250 x 0,15 x (1 — 0,15))

Onaalors F = 7y qui représente la variable aléatoire égale a la proportion de défections sur

|'éChanti||On. !il‘l-[-! EEEERR !<]

On a F qui suit la loi N (0,15 ; 0,02).

Si on veut avoir une plage de valeurs ou doit se trouver la proportion fe de I'échantillon, il faut
choisir un risque, par exemple 4,5 %, et alors :

P(0,15-a<F <0,15 + a) = 0,955 si et seulement si a =0,04.

Donc, au risque de 4,5 %, fe doit se trouver dans l'intervalle [11% ; 19%]. Cet intervalle est
appelé intervalle de confiance a 95,5 % (ou au seuil de risque 4,5 %).

Apreés l'enquéte, il est alors possible de valider, ou non, I'échantillon.
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3. Estimation ponctuelle

L'objet de I'estimation est d'obtenir les paramétres d'une population a partir d'observations
établies sur un échantillon de cette population.

On appelle estimateur d'un parameétre k, une variable aléatoire dont le but est d'estimer au mieux
la valeur du paramétre k.

On dit que l'estimateur Z, est un estimateur sans biais du paramétre k si E(Z,) = k. E)

ST el Si de plus, V(Z,) —» 0 quand n — o, l'estimateur Z, converge (en probabilité) vers k. L'estimateur
Z, est alors un estimateur absolument correct du paramétre k.

© Estimation ponctuelle d'une moyenne
On note m la moyenne de la population mére (paramétre inconnu) et X la variable aléatoire

décrivant le caractere étudié.

On préléve au hasard un échantillon non exhaustif de taille n.

E@n) = k

_ _, Un estimateur naturel de m est la variable aléatoire X telle que :
Estimateur sans biais.

(A )
K K
«

[

)_(=X1+X2:~-~+Xn

aléatoires X; sont indépendantes et de méme loi que X.

ou (X1; Xz2; ... ; Xn) forme un n-échantillon c'est a dire que les variables

— — X .
L'estimateur X est sans biais : E(X) = E(ZTJ = % E(XX) = % Y E(X) = %& - m.

La réalisation de X sur un échantillon donné est me la moyenne sur I'échantillon.

| Une estimation ponctuelle de m est alors m|



Remarque
Si E(Zn) tend vers k quand n tend vers l'infini alors on dit que l'estimateur est asymptotiquement sans biais.
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3. Estimation ponctuelle

n. V(X) V(X)
n

— 0 quand n — +co,

Remarque : V(X) = (ZXJ 1 (Z Xi ) =— 2 V(X) =

Exemple :

On s'intéresse a la durée d'attente a un centre de renseignements téléphoniques, avant que la
communication ne soit amorcée. On a prélevé, au hasard, la durée d'attente (en s) de 100 contacts :

Durée(s)| [7,5: 11,5 [11,5;15,5[ [15,5; 19,5 [19,5; 23,5[ [23,5; 27,5]
Effectif 12 25 36 18 9

La moyenne sur I'échantillon est m¢ = [ 1 doncon peut dire que I'estimation ponctuelle

de la durée d'attente moyenne sur la population des appelsestde [ | s.

® Estimation ponctuelle d'une proportion

On sait que la population mére contient une proportion p (inconnue) d'individus ayant une
propriété donnée.

On préléve, au hasard, un échantillon non exhaustif de taille n et on note Y la variable
aléatoire égale au nombre d'individus ayant la propriété dans I'échantillon.

Y suit la loi binomiale B (n ; p) qui peut étre approchée pour n > 30 par N (np ;\/n xp x(1=p)).
La variable aléatoire F = % suitla loi N (p ; "\ /P_(1T—El) donc F est un estimateur sans biais de p
(en effet E(F) = p).

La réalisation de F sur un échantillon donné est f. la proportion sur I'échantillon.

| Une estimation ponctuelle de p est fJ
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3. Estimation ponctuelle

Exemple :

Dans un centre de renseignements téléphoniques, une étude statistique a été réalisée pour

déterminer le pourcentage de communications n'‘aboutissant pas pour des raisons techniques.

Sur un échantillon de 2 000 communications, 60 n'ont pas abouti. Estimer le pourcentage de

communications qui n'ont pas abouti.

Onafe= [ ].Donc l'estimation ponctuelle sur la population estde [ | %.

La population admet une moyenne m et un écart-type o inconnus. On considére un

© Estimation ponctuelle d'une variance — d'un écart-type

échantillonnage non exhaustif.

Un estimateur logique de la variance ¢2, est : S* = %-Z(Xi - X)%

n-—1
n

Or E(Sy?) = c?, il y a donc un biais.

n—1 ,
= S,2;onle note S’,2.

Pour obtenir un estimateur sans biais de &2, on prend

n_ 1 Ce (ce = écart-type de I'échantillon).

Une estimation ponctuelle de c est s = \/

Définition : s est appelée déviation standard et est souvent notée o1 sur les calculatrices.

Exemple : reprenons les durées d'attente aux standards téléphoniques, e = 4,48 donc une
estimation ponctuelle sur la population de I'écart-type des durées d'attente est s = 4,5.
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4. Estimation par intervalle de confiance

L'estimation ponctuelle dépend, bien sur, de I'échantillon choisi, ce qui sera toujours le cas mais
ne donne aucune information sur la pertinence du résultat.

L'estimation par intervalle de confiance va nous permettre de donner une gamme de valeurs
susceptibles d'étre prises par le parameétre. On lui affecte de plus un coefficient de crédibilité appelé
coefficient de confiance.

Exemple :

Calculer un intervalle de confiance a 95 % de la moyenne (on dit aussi au seuil de risque de 5 %).
Ceci veut dire que l'intervalle cherché doit vérifier la propriété suivante :

o Sion préléeve un grand nombre d'échantillons de méme taille, dans la méme population, on

trouve pour chacun d'eux un intervalle de confiance différent mais 95 % d'entre eux contiennent
la vraie valeur du paramétre a estimer, ici la moyenne.

T

o Pour un échantillon donnég, le risque que le parametre a estimer soit en dehors de l'intervalle est
de 5 %.

A
EEENEEEREES

‘ Distribution de la variable aléatoire ¥

3

,  0ES ‘ Réalité ignarée par le statisticien

Le parametre m appartient a 95 % des intervalles.
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4. Estimation par intervalle de confiance
© Intervalle de confiance d'une moyenne

On note X la variable aléatoire mesurant le caractére étudié sur la population mére et on
considere un échantillonnage non exhaustif.

Cas 1 : X suitlaloi N (m ; ) et c est connu

On sait qu'un estimateur de m est X qui suit la loi N (m ; %).

[l faut trouver |, tel que :

PXX —l,<m<X+1,)=1-a sietseulementsi P(-l,<X-m<l,)=1-a

P(_l“ X-—m_ Ia) X—m

si et seulement si G/\/ﬁsc/\/ﬁ‘o/\/ﬁ =1_a’°nposeT=0/—\/ﬁ

+ —
si et seulement si P (T < by j = L =) ou T suit la loi normale centrée réduite.
oh/n 2

Par lecture sur la table de la loi normale centrée réduite on obtient une valeur t, :

- .

lo

Sl

En remplagant X par sa réalisation sur I'échantillon de taille n :

P(me—%-ta£m3m6+%-ta)=1-a

On a donc l'intervalle de confiance : [me — % ty, ;me + % ta} .
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4. Estimation par intervalle de confiance

Exemple :

Reprenons I'exemple des durées d'attente aux standards téléphoniques. Donnons un intervalle de
confiance bilatéral a 95 % de la moyenne des temps d'attente sur la population des appels.

On suppose que le temps d'attente sur la population mére suit la loi normale N (m ; c) ou © est
connu et vaut 4.

On sait alors que la variable aléatoire X suit la loi normale N (m ; ﬁ =0,4).

On pose |, = a et on obtient : P(—oi4 < X0—4m < 0a_4

) = 0,95 donc P(T <) = 0,975

Par lecture sur la table de la loi normale centrée réduite : on trouve ﬁ = 1,96 donc :
P(16,98 - 0,78 <m < 16,98 + 0,78) = 0,95.

Donc l'intervalle de confiance a 95% sur la population est l'intervalle [16,2 ; 17,76].

Cas 2 : X suit N (m ; o) et 5 est inconnu

Dans ce cas, on doit utiliser une estimation de .

L'estimation naturelle est la déviation standard s, mais l'utilisation de s introduit une source
supplémentaire de non-fiabilité. Afin de palier cet inconvénient on doit "élargir" l'intervalle de
confiance bilatéral de la moyenne m.

On obtient alors : {me —% t* ;me + % ta*} ou la valeur t,* est lue dans la table de la loi de

Student a n — 1 degrés de liberté (ddl). = |"))
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4. Estimation par intervalle de confiance

Exercices interactifs

Exercices interactifs

(A )
K K
«

[

Cas 3 : X suit une loi quelconque

Il faut : n > 30 et alors :

o Sioc est connu X suit approximativement la loi N (m ; %).

o Sio estinconnu X suit approximativement la loi N (m ; %).

© Intervalle de confiance d'une proportion
La proportion p d'une propriété donnée est inconnue, I'échantillonnage non exhaustif.

Cas1:n>30
: : S : fe(1 — fe)
Comme n > 30, on sait que F suit (approximativement) la loi N (p ; “h_1 )

Pour un échantillon donné de taille n, l'intervalle de confiance au seuil de risque o est donné par
fe§1 _fe! fe(1 _fe)
fo —t, — o+ 1, n_1 |-

Exemple :

On reprend lI'exemple des appels n'aboutissant pas pour des raisons techniques.

Donner un intervalle de confiance bilatéral de la proportion p d'appels n'aboutissant pas pour des
raisons techniques, au seuil de risque 2 %.

F suit la loi normale N (p ; "\ /PJ1T—E)) et \/fe(r: __1fe) = \/O’Oi’gxgg’w = 0,0038.

On a donc : [0,03 - 2,33 x 0,0038 ; 0,03 + 2,33 x 0,0038] = [0,021 ; 0,039].
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4. Estimation par intervalle de confiance

Cas2:n<30

Dans ce cas Ia, la seule approche est graphique. On utilise des abaques pour conclure. EJ

Exemple :
Donner l'intervalle de confiance a 90 % de la proportion de I'absentéisme sur I'année dans

I'entreprise Alpha (comprenant 500 employés) sachant que sur un échantillon représentatif de 20
employés la proportion est de 15 %.

Intervalle de confiance bilatéral 4 90 % d'une proportion

Proportion p dang la population

L'intervalle de confiance de pestdonc[[ | %; [ |%].



Remarque
Les abaques peuvent être utilisés dans tous les cas quelle que soit la valeur de n.
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