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FILTRAGE NUMERIQUE

premiére partie : analyse des filtres numériques

[1/ Organisation générale |

-1-

Schéma général

Voir la figure « Introduction au cours EN22 ». La chaine de traitement numérique

comporte :
[ ]

un filtre analogique passe-bas d’antirepliement

un échantillonneur de période d’horloge Tg

un CAN fournissant, au rythme de I’horloge, une suite de nombres binaires
exprimés sur B bits, représentant la mesure de x (n.TE) . On notera x(n) ou X, cette
valeur. Ces nombres peuvent étre exprimés sous différents codes (binaire naturel,
binaire décalé, complémenta 2 ...)

une unité de calcul effectuant un algoerithme qui, a partir de la suite {xn} , crée une

autre suite {y, }.

Cet algorithme peut étre simple (par exemple : y, = %.(xn +X,,))

ou beaucoup plus sophistiqué : par exemple, a partir de 256 valeurs
X,» X, 155 X, _os5, ON peut calculer la FFT X, supprimer quelques raies
indésirables de ce spectre pour obtenir le spectre Y et par FFT inverse obtenir la
suite {y, }.
Cette unité de calcul peut étre un ordinateur, un microprocesseur ou un DSP
(Digital Signal Processor = processeur spécialisé dans le traitement numérique du
signal)
un CNA traduit sous forme analogique la suite numérique {yn} de sortie. Ce
signal est en général maintenu constant sur une période d’échantillonnage (signal
en « marches d’escalier »).
un filtre (analogique) lisse le signal de sortie du CNA.

Dans la suite nous supposerons que le nombre B de bits est suffisant pour négliger les
effets de la quantification, et que les convertisseurs d’entrée et de sortie ont le méme quantum
de conversion.

-2- Avantages du traitement numérique

répétitivité si on demande a 500 calculateurs d’effectuer 1’algorithme
1 : A .
y, = 5.(){n +X,_, ), on aura toujours le méme résultat. Par

contre 500 circuits R-C présenteront une dispersion sur la
fréquence de coupure.




e stabilité a long terme :  pas de vieillissement des composants.
On peut réaliser des filtres analogiques d’ordre n élevé,
mais il faut alors des composants tres précis et tres
stables (ne vieillissant pas), donc de cotit élevé. A partir
d’une certaine valeur (n > 4 ou 6), une réalisation
numérique est préférable.

e reprogrammation : avec un méme matériel, on passe facilement d’un filtre a
un autre, en changeant simplement 1’algorithme
(logiciel). Avec un DSP, il suffit de changer une
EPROM. Un appareil donné peut donc facilement
évoluer.

e adaptation : le systeme peut lui-méme adapter ses coefficients en fonction de
I’environnement. On peut envisager par exemple un correcteur
PID numérique dans une boucle d'asservissement ajustant
automatiquement les parametres K, T; et T4 de facon a
minimiser le temps de réponse.

e nouveaux filtres : avec les techniques numériques on peut réaliser des filtres
n’ayant pas d’équivalent analogique. On peut citer tous les

filtres a phase linéaire.

-3- Inconvénient du traitement numérique

Les filtres numériques sont limités en fréquence : en effet, pendant une période
d’échantillonnage Tk, il faut avoir le temps de faire :
1. laconversion A — N (temps tconvan)
2. lecalcul de y,
3. laréorganisation de la mémoire (X, devient x,_1, X,.; devient X, 5, ... pour
la période suivante)
4. laconversion N — A (temps teonyna. En général : teonyna << teonvan)

Si tearcw désigne le temps nécessaire pour effectuer les phases 2 et 3, il faut que :
1

TE > tconvAN + tcalcul + t(:onvNA = FE < FMAX =

t
Or, le signal d’entrée x(t) est échantillonné et doit donc respecter le théoreme de

+t +t

convAN calcul convNA

Shannon : F, < ?E (ou Fsyp désigne la limite supérieure du spectre de x(t) ).

En hautes fréquences (supérieures a quelques dizaines de mégahertz) on conserve les
techniques analogiques.

| 11/ Méthodes générales d’étude des filtres numériques |

REMARQUE : On retrouve pour I’é¢tude des filtres numériques le méme type d’outils
(adaptés) que pour 1’étude des filtres analogiques. Nous ferons
systématiquement le parall¢le (voir annexes 1 et 2).
Notons tout de méme que si les outils sont comparables, les résultats
seront nouveaux !



-1- Définition d’un filtre numérique

Un filtre numérique est un systéme numérique linéaire invariant.

Filtre ]
x(n) :> numeérique :> y(m)

Linéarité
Soient :
y1(n) la réponse a x;(n)
ya2(n) la réponse a x»(n)
Si le systéme est linéaire, alors :
la réponse a a.x,(n) est a.y,(n), pour toute valeur de la constante a

la réponse a x,(n)+ x,(n) est y,(n)+y,(n)
D’une maniere générale, si a et b sont deux constantes :
la réponse a a.x,(n) + b.x,(n) est a.y,(n)+b.y,(n)

Invariance
Soit y(n) la réponse a x(n).
Si le systéme est invariant, la réponse a la suite retardée x(n-k) est la suite retardée
y(n-Kk), pour toute valeur du retard k.

-2- Equation de récurrence

Un filtre analogique peut étre défini par une équation différentielle. Par exemple, pour
un filtre du premier ordre :

y(t) + T.% =AXx(t)

De méme, un filtre numérique est défini par une équation de récurrence (algorithme
permettant de calculer y(n) ) :
y(n)=a,x(n)+a,x(n-1)+..+a,x(n-Q)—b.y(n-1)-b,y(n-2)-...—b,.y(n-P)

ou €ncore :

P Q
y(n) + Zbk.y(n—k) = Zag.x(n—ﬂ)

by et a, sont des constantes caractéristiques du filtre

-3- Exemples

On se propose de réaliser sous forme numérique un filtre ayant des propriétés
comparables a celles d’un dérivateur analogique défini par I’équation différentielle

dx
t)=1.—
y(t) i



x(n) Si Tk est suffisamment petit, on peut
donner une expression approchée de la
dérivée :

o) dx x(n)-x(n-1)

dt T,
! t
(n-1).T;
On obtient I’équation de récurrence :
T T T
1 n)=—.x(n)—-x(n-1 b =0Vk ;a =—e¢ta, =——
(1) y()TE[() (n-1)] (k o= S TEJ

On peut chercher également a réaliser un intégrateur en utilisant la méme
approximation :

Td_y - T.MIX(H)

. =X
dt T,
soit :
@ |y -yn-h=-Exm [bl —1a,- TT)

-4- Classification des filtres numériques

Les exemples ci-dessus montrent qu’il existe deux types de filtres numériques.

4.1. Filtres non récursifs

y(n) est calculé en fonction seulement des entrées présente et passées x(n), x(n-1) ...
(voir le premier exemple).
L’équation de récurrence s’écrit simplement :

Q
y(m)=) a.x(n-10)

4.2. Filtres récursifs

C’est le cas du deuxieéme exemple : y(n) est calculé en fonction des entrées présente et
passées, mais aussi en fonction des valeurs passées de la sortie y(n-1),... :

Q p
y(n)=>a.x(n—-0-> b y(n-k)

-5- Réponse impulsionnelle

On sait, en analogique, que la réponse impulsionnelle d’un filtre le définit
complétement. Il en est de méme pour les filtres numériques.



Notons toutefois une différence importante : I’impulsion analogique 8(t) n’est pas
réalisable physiquement, alors que la suite numérique impulsionnelle 6(n) est facilement
réalisable :

o(n)=1 si n=0
{8(n)=0 si n#0
On désignera par h(n) la réponse impulsionnelle du filtre.

Filtre ]
6(n) :> numérique :> h(n)

5.1. Filtres non récursifs

Le filtre est défini par le récurrence :
y(n)=a,x(n)+a,.x(n-D+a,x(n-2)+...+a,x(n-Q)
On a donc :
h(0)=4a,.6(0) +a,.0(—-1) +a,.6(-2) +...+ a,.0(—-Q) =a,
0 =0 =0

=1 =

h(l) =a,.5(1) +2,.5(0) + 2,.8(=1) +... + a,.8(1-Q) = a,

=0 =1 =

etc...

Soit finalement :
h(0)=a, ; h(l)=a, : ... ; h(Q)=a, et h(n)=0pourn>Q
Il y a un nombre fini d’échantillons de la réponse impulsionnelle non nuls (de 0 a Q,
soit Q+1 échantillons non nuls). Ces filtre sont appelés Filtres a Réponse Impulsionnelle
Finie' (R.I.F.) (ou FIR = Finite Impulse Response en anglais).
En résumé :

Q
Filtre non récursif = Filtre RI.LF. < y(n)= Z a,x(n—-10)
01=0

Q
< y(n)=) h().x(n-10)

< h()=a,
Exemple : h(n)
« dérivateur » avec T = Tg : lo——
y(n) =x(n) — x(n 1) 1
h(0)=1; h(1)=-1 —o —— e —e—e>n
2 -1 p v 2 3 4
h(n)=0 Vng{0,1} e

' On devrait dire en toute rigueur : Filtre 2 Réponse Impulsionnelle de Durée Finie



5.2. Filtres récursifs

Le filtre est défini par le récurrence :
y(m)=a,x(n)+a.x(n-D+..+a,x(n-Q)—b.y(n-1)-b,.y(n-2) —...—b,.y(n—P)
D’ou:
h(n)=2a,.8(n) +a,.6(n—1)+..+a,06(n—-Q)—b .h(n-1)-b,h(n-2) —...— b, h(n-P)
Pourn>Q:
h(n)=-b,.h(n-1)-b,.h(n-2)—...—b,.h(n—-P) #0
Il y a une infinité de valeurs non nulles de la réponse impulsionnelle. Ces filtres sont
appelés Filtres 2 Réponse Impulsionnelle Infinie* (R.I.L) (IIR = Infinite Impulse Response
en anglais).
En résumé :

P Q
Filtre récursif = Filtre R.I.I. <  y(n)+ Zbk.y(n -k)= Z a,x(n-1{0)
k=1 =0

(il existe au moins un coefficient b, # 0)

Exemple :
« intégrateur » avec T = Tg h(n)
y(n) - y(n-1) = x(n)
h(0)=06(0) + h(-1)=1 si h(-1)=0 16— ——0 ¢
h(1)=8(1) + h(1) =0 +1=1 -— o RN
etc... -2 -1 D 1 2 3 4
h(n)=1 Vn2>0

-6- Convolution numérique

Le probléme est le suivant : comme pour les filtres analogiques, la réponse
impulsionnelle d’un filtre numérique permet-elle de déterminer la réponse a n’importe quelle
excitation x(n) ?

La réponse est évidemment OUI pour un filtre RIF : connaissant h(0), h(1) ... h(Q) on
en déduit la récurrence, qui permettra de déterminer y(n) pour une excitation x(n) donnée.

Le probléme se pose pour les filtres RII.

On peut écrire :

+00 +00

x(n)= Y. x(k)3n-k)= D x(n-j)3(j)

k=-o j=-o
Eneffet: d(n—k)=1sin=k et Osin#k
( cette expression est a comparer a : x(t) = .[ x(0).0(t—0).d0 )

On suppose connue la réponse impulsionnelle h(n).

* Comme pour les filtres RIF, on devrait dire en toute rigueur Filtres 2 Réponse Impulsionnelle de Durée
Infinie



Excitation Sortie Propriété utilisée
d(n) h(n)

d(n-k) h(n-k) Invariance du filtre

x(k). 5(n-k) x(k)-h(n-k) Linéarité du filtre.

k étant donné, x(k) est une constante

+00

> x(k).d(n—k)

k=—o0

+00

> x(k).h(n-k)

k=—o0

linéarité

= x(n)

=y(n)

On obtient le produit de convolution numérique :

+0o0 +00

y(n)= Y x(k)h(n-k)= D x(n—0).h(0)

k=- (=g

changement d'indice: {=n—k

Remarque : pour un filtre RIF, on retrouve la récurrence car h(() = a,.
cherchons la réponse indicielle de I’« intégrateur » (avec t = Tg) :

Exemple :
x(n)=u(n)=1sin>0etx(n)=u(n)=0sin<0

On a vu que la réponse impulsionnelle du filtre est : {

+o0 n

y(n)= Y x(n—0.h(t) =) x(n—10).h(0)

(=—c0 (=0

Justification des limites : h(¢) =0 pour (<0

h(n)=1pourn=>0
h(n)=0pourn<0’

x(n- () = 0 pour n- { <0 soit {>n

D’ou:
n

y(n):Zx(n—ﬂ).h(Q):ilan

(=0

y(n)

Différence par rapport a
un intégrateur analogique :
y(0)=0




-7- Réponse harmonique

Une suite numérique sinusoidale peut étre obtenue en échantillonnant un signal
sinusoidal : x(t) = X.cos (m.t) = x(n)= X.cos((o.n.TE)

ou encore, en travaillant avec les exponentielles complexes : x(n) = X.e'™ ™ .

(ne pas oublier que physiquement, seule la partie réelle de ce signal a un sens).
On suppose a priori le théoréme de Shannon respecté, c’est a dire que :

f<f—E < ol <n
2

7.1. Etude a partir de la réponse impulsionnelle

On suppose que h(n) = 0 pour n < 0 (ce qui est en général le cas)

v = 3 h(k)x(n k)

— z h(k)‘X‘ej.(n—k).m.TE
k=0

) H(j.o)

y(n) est également une suite numérique sinusoidale de méme pulsation ®. On peut
définir la fonction de transfert en régime harmonique du filtre par :

H(jo) = Y h(k).e % = 3 h(k).e ™
k=0 k=0

en introduisant la pulsation réduite Q2 = ©.Tg
La figure ci-dessous donne la signification physique de cette fonction de transfert.

x(n) = X.cos(n.o.T) :> nuglig,l;flue 1:> y(n) = X.|H(jw)|.cos [n.co.TE + Arg(H(j.(o))]

7.2. Etude a partir de la récurrence

Soit x(n) = X.e""*™ le signal d’entrée du filtre. En régime permanent, la sortie est
également sinusoidale : y(n) =Y,,.e"?e" " =Y. avec Y=Y’ eC,en
introduisant I’amplitude complexe Y.



Q P
y(n)=> a.x(n-10-> b.y(n-k)
(=0 k=1
, Q , P ‘
— YWE/ — z ap.)(.e}(nfﬂ).oo.TE _ zbk.Y.eJ.(nfk)mATE
(=0 k=1
, Q A P .
— M Z aQ'X'e—J.ﬂ.m.TE _ z bk .Y.e—J.k.m.TE
(=0 k=1

Q

P
- jko.T _ —jLo.T
=Y. 1+Zbk.e E —X.Zag.e :
k=1 1=0
S ...
Zag-eil .0.Tg

(=0
P .
1 + z bk s jkoTg

k=1

Y )
= —=H(j0)=
X (J®)

Remarque :  y(n - k) correspond a I’échantillonnage de y(t - k.Tg), c’est a dire y(t) retardé de
k.Tg. Or la fonction de transfert d’un retard est ¢ ™,

En résumé :
Q
Z aa.efj'm
H(j.w) = z h(k).e " =—=5 en posant Q = ®.T,
k=0 1+ Z:bk.e_j'k'Q

k=1

h(k), a, et by sont réels.

-8- Exemple

On désire réaliser un filtre numérique qui se comporterait comme un systéme

] : r : r . . , . d
analogique du premier ordre défini par I’équation différentielle : y + r.d—i] =x,avec T=T.
dy _y(m)-y(m-1

En utilisant I’approximation de la dérivée : T
E

, 1l vient :

y(n) + Ti-[y(n) —y(m-D]=x(n) = | y(n)- %-y(n D= %-X(n)

E

I1 s’agit d’un filtre récursif ou filtre RII (a réponse impulsionnelle de durée infinie).

&.1. Réponse impulsionnelle

i 1 h(0) :% (sih(-1)=0)
h(n)——h(n-1)==08(n) =
2 2 h(n) =%.h(n—1)

On retrouve la définition d’une progression géométrique :



n+l
h(n) = (%) pour n>0

8.2. Réponse indicielle

L’entrée est une suite échelon unité u(n) : u(n)=1pourn>0 et u(n)=0pourn<0.

+ o0

y(m)= > x(k)h(n-k)

k=—o

/ car h(n—k)=0pourk >n
n+l-k

1
£0
2
1 n+l 1 -k
(3} )
—(n+1)
1 n+1 1—(1j 1 n+1
=(_j 2— = y(n)=1—(5j pour n=>0

car x(k) =0 pour k <0

Réponse impulsionnelle Réponse indicielle
h
™ y(n)
12 &— L = g @ &—
o—
*—
—— —
. e A T R R
B S A T R R
Y P — | | | | ,—.—.79 n ® P — | | | | | | | 9 n
2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 2 a1 0 1 2 3 4 5 6 7

&.3. Réponse harmonique

A partir de la récurrence, on obtient directement :

Lo 2 B 1
H(_]O)) - 1 o - 2 _ e,j_Q

ou: Q=T (0<Q<n:théoréme de Shannon)

10



| 111/ Transformée en Z|

On a cherché pour les filtres numériques un outil comparable a la transformée de
Laplace pour les filtres analogiques. Cet outil est la transformée en Z.

-1- Transformée de Laplace d’un signal échantillonné

Te

7D — t x(t)T )( Xe@)T lll t

Voir le chapitre sur I’échantillonnage :

+00

X () =T;. D x(n.T;).8(t—nTy)

et
lim x, (1) =x(t)

Supposons que x(t) = 0 pour t < 0. On a donc
Soit X(p) la transformée de Laplace de x(t).

X.(p) =[x (V)]

:X(n.Tg) = 0 pour n <O0.

=< {TE i x(n.T;).d(t - n.TE)} (car x(n.T;) = 0 pour n < 0)

n=0
=T.. Z x(n.Ty). gf 8(t n.T, )] (linéarité de la transformée de Laplace)
n=0
=Ty ) x(n.T,).e " (£[3(t)]=1 et retard)
n=0

0

=T..> x(n.T,).(e"") "

n=0

0

= | X.(p)=T;. > x(n.T,)z "

n=0

-2- Transformée en Z : définition

(en posant:z=¢"*")

Dans le cas d’une chaine de traitement numérique : x(n) = x(n.T;). On généralise

I’expression obtenue ci-dessus a tout signal numérique, méme non issu d’un signal analogique
échantillonné (par exemple la sortie d’un filtre numérique).
Par définition, la transformée en Z X(z) d’un signal numérique x(n) est :

o0

X(z)=Z[x(n)]=D x(n).z™"

n=0

(zeC)

11



-3- Transformée de Laplace et transformée en Z

Soit x(t) un signal analogique de transformée de Laplace X(p). Ce signal est
échantillonné, puis, a I’aide d’un convertisseur analogique-numérique, on obtient la suite
numérique x(n). La figure ci-dessous indique les liens entre les transformées de Laplace X(p)
et Xe(p) et la transformée en Z, X(z).

Transformée de Laplace Transformée en Z

< ,i< >
|
xe(t) '
X(t) — CAN. :> x(n)
T |
|
X(p) Xe(p) | X(z)
. A
X(p) = lim X.(p) X, (p) =T, X[z=¢""]
-4- Exemples
4.1. Impulsion
Isin=0 o e
o) :{0 sin#0 = M=Z[8(n)]:§8(n)z =z =1

Ce résultat est évidemment a comparer a la transformée de Laplace : & [S(t)] =1

4.2. Echelon unité

{lsinZO
u(n) =

0sin<0
D’ou
N At 1 o
U(Z)_BZ:(;Z _lellinao PP (51|z |<1)
Soit :
1 z
U(z) = =
@) 1-z"' z-1

Remarque : cette suite peut étre obtenue en échantillonnant un échelon unité analogique y(t) :

1 1
V@) == To=T— =7
— T(p)=lim T, — = fimT,— -1
_p_Tt—)O E'l—e_TE'p _Tt—)o E'l_(l_TE.p)__p

transformée de Laplace bien connue.

12



4.3. « Exponentielle »

Soit la suite numérique : x(n)=a".u(n): (x(n)=a"pourn=>0 et x(n)=0pourn<0).

: . ) 1-(az')"
Soit :
1 z

X(z)= =
@) l-az' z-a

Pour faire le paralléle avec la transformée de Laplace, quel est le signal x(t) qui apres
échantillonnage donne x(n.Tg) = a" ?
Posons : x(t) =¢e*"

n . 1
Ona: x(nT,)=e""" = (e“'TE ) =a" = a=¢"" soit o= T—.Ln(a)
E

D’ou:
X.(p) =T, X( pr) T l—T-. =T;. (x.Tl. - = e 1_
l—ae *° l—e*re *P 1— el*P)Te
= X(p) = lim X,(p) = lim T,.———= lim T,. L gfe]
T2l Lo Pl ns0 -4 (a-p) T ] p-a

[ IV/ Propriétés de la transformée en Z |

-1- Linéarité

T.Z.
x,(n) & X,(2) Tz
= ax,(n)+bx,(n) < aX,(z)+bX,(z)] (aetb=constantes)

x,(n) < X,(2)

Exemple d’application :

1 n.o.Tg —jn.o.Tg _ 1 jo.T; \" —jo.T \"
x(n) = cos (n.o.T, )u(n)—z [ oty | gineld ].u(n)—z[(eJ k ) .u(n)—i—(e ko ) .u(n)}
1 1 1
= X(Z) = E 1— JwTE Zfl E 1— —j.m.TE .Z71
_l 11—z 41— 40T 77!
2 (1 JwTE Zil).(l _ e—J.m.TE .Zil)
_ l-cos(0T,)z"
1- 2.cos(o).TE ).Z_] +z?
-2- Retard

Soient x(n) une suite « causale » (x(n) = 0 pour n < 0) et X(z) sa transformée en Z. On
considere la suite y(n) = x(n - k), c’est a dire la suite x(n) retardée de k échantillons.
Probléme : quelle est sa transformée en Z, Y(z) ?

13



En utilisant le parall¢le avec la transformée de Laplace3 :
X, (t) donne x(n) avec X, (p) =T, .X(z - eTE.p)

y.(t) =x,(t —k.T;) donne y(n) avec Y,(p) =T, .Y(z = eTE"’)

Or:
Y. (p)=e "X (p)
= (eTe'p )_k .TE.X(Z = eTE‘p)
= TE.I:Z_k.X(Z):I -
e Y(z)=z*X(2)
=T,.Y(z=¢"")
En résumé : Z[x(n-k)]=z".Z[x(n)]

-3- Changement d’échelle

En utilisant toujours le paralléle :
Laplace
X(t) - X(p)
Laplace

x(t)e™" — X(p-p,)
Si on pose z=¢"", la transformation p — p —p,, revient a remplacer z par

p.Tg
—po )T, c . .
PP = —=— en posant z, = e™ ™ . De plus le signal x(t).e™" donne par
etz
0

échantillonnage la suite numérique x(n).e™" " = x(n).(e"“‘TE )n =z,".x(n).

On a donc la propriété suivante :

x(n) Z) X(z) = z,"x(n) <T—Z> X[i]

Z,

Vérification :
X[i] = Z X(n).[ij = Z x(n).z,".z " = Z y(n).z " =Y(z) enposanty(n)=x(n).z,"
0 n=0 Z() n=0 n=0
Exemple d’application :
T.Z. 1 T.Z. 1 1
) u(n) & U@z =—— = a"u() ©

1-z" 1—(Zj_l =1—a.z"]
a

résultat que nous avions obtenu directement a partir de la définition de la transformée en Z.

? Le paralléle avec la transformée de Laplace n’est pas une démonstration, mais permet de comprendre (ou de
retrouver rapidement) certaines propriétés de la transformée en Z. Pour une démonstration rigoureuse, voir le
cours de math.
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2) Sinusoide amortie
B .
cos(n.w.T;) S - cos(o Ty )f —
1-2.cos(wT;).z" +z

=
1 T)[2)]
" cos(n.oT,) & ~cos(oT,) a 1-a.cos(wT,).z"
a".cos(n.o. =
‘ zY' (z)° 1-2acos(wT,)z ' +a’z”
1—2.cos(w.TE).(] +(j
a a

-4- Transformée en Z de la suite n.x(n)

Soit x(t) un signal, de transformée de Laplace X(p), donnant aprés échantillonnage la
suite x(n) de transformée en Z, X(z) : X(p) =T, .X(z = eTE"’) N

La transformée de Laplace de t.x(t) est :

Q[t.x(t)]:—d—X:—TE.d—X.E:—TEz.Z.d—X
dp dz dp dz
car: z=e"’ = %=TE.6TEP =T,z
dp

En échantillonnant le signal t.x(t), on obtient la suite T;.n.x(n) =T,.y(n), en posant
y(n) = n.x(n), dont la transformée en Z est T;,.Y(z). La transformée de Laplace de t.x(t) est
donc : T.[T,.Y(2)] ., = TEzY(z =e"t? ) :

En égalant les deux expressions de la transformée de Laplace de t.x(t), on obtient :

—~ TEz.z.d—X =T.”.Y(z)
dz

:eTE-P

D’ou:

dX ., dX
Y(Z)—Z[n.x(n)]——z.a—z .d(z"l)

Application : transformée en Z d’une rampe numérique n.u(n) = y(n)

o d 1 B z!
Y®)=r 'd(z_l){l—zl}_(l_zly

-5- Théorémes des valeurs initiale et finale

Avec la transformée de Laplace on sait que :
x(07) = lim p.X(p)
p—>®
lim x(t) = lirré p-X(p)
t—>o p—

Enposant z=e** ona: p—>o0 = z—>w e p—->0 = z->1

* pour alléger I’écriture, nous omettons volontairement dans ce paragraphe lim
Tz =0

15



5.1. Valeur initiale (z — )

Siz—>o0,alors z' >0 et:

X(z)= Z:X(n).z’n =x(0) +é(l).z’1 +\X[(2).Zz +). =x(0)

n=0

0 quand z —» o

D’ou :
x(0)=lim X(z) = lim X(z)
z—® 7' 50
5.2. Valeur finale (z > 1)
Tg.p 1
Lorsque p—>0, z=¢*" =1+ T;.p, ou encore : pzT—.(z—l) quand z—1.
E

On peut donc écrire, lorsque p—>0 (ou z—>1):
1
— 1 —alep — i _ _ ATep
X(p) = TlElgio TE.X(Z =e ) = pX(p) = Tltlrﬁn0 T .(z 1).TE .X(z =e ) quand z > 1

D’ou:

lim p.X(p) = lim x(t) = lim x(n) =lim (z—1).X(z) = lim (1-z"') X(2)
p—>0 t—o0 n—oow z—1 211

Exemple :

x(0)= lim X(z)= 1
z' 50 2

1+z"!

X(z) = - — = -
2.(1-z").(1-0,527") lim x(n) = lim (1-7").X(z) = lim —————= (11 +0251 1)=2
n— o z > z 2L Z21—=0V,0.2

-6- Transformée en Z d’un produit de convolution numérique

Comme pour la transformée de Laplace :
la transformée en Z d’un produit de convolution numérique est le produit des
transformées en Z

y(n) = Z x(k)h(n-k) < Y(z)=X(z).H(2)

k=0

Remarque : on suppose ici les suites causales, c’est a dire que x(n) = h(n) = 0 pour n < 0.
Cette propriété peut se montrer aisément (et nous nous priverons pas de ce plaisir...) :
Par définition :

Y(z) = i{zn: x(k).h(n - k)} z "

n=0[ k=0
D’autre part :

16



X(z).H(z) = (Zw: x(k).z " j(i h(Q).zgj

_ i[ Z x(k) h(ﬂ)] 7" on prend tous les termes tels que k +{=n

(voir le produit de deux polynomes)

Zn:x(k).h(n - k)}zn

-7- Suite originale d’une fraction

z 9

a,+a,z +a,z° +..+a
—. Quelle est la

Q
l1+b.z"'+b,z”° +..+b,.z

Le probléme est le suivant : soit X(z) =

suite originale x(n) telle que X(z) = Z[x(n)] ?
On dispose de deux méthodes :
1. méthode calquée sur la transformée de Laplace : décomposition en
¢léments simples.
2. méthode liée au caractére numérique de la transformée en Z : division des
polyndmes.

7.1. Décomposition en éléments simples

Pour simplifier, on suppose que le dénominateur ne présente pas de racines multiples.

l1+b.z"' +b,z7 +..+b,z"

-1 ) -Q
a,+2a,Zz +a,Z +..+a,.z

B (1 -p,z" )(1 -p,z )(1 -~ pP.z“)
LS T = N
l-pz' l-p,z' =~ 1-p,z

S T V|

x(n)=C,p,"u(n) +C,.p,"u(n)+...+ C,.p," .u(n)

7.2. Division des polyndmes

X(2)= a,+a,.2 +a,72° +..+ay.Z "
l1+b.z"' +b,z7 +..+b,z"
=c,+¢,.2  +¢yZ ..
=x(0)+x(D.z”' +x(2).z > +...
On a donc :
x(0)=c¢, ; x()=¢, ; x(2)=c, ; ...
Intérét : cette méthode permet d’obtenir rapidement les premiers échantillons. Elle est

en particulier intéressante pour 1’étude des réponses des filtres RIF.

17



7.3.Exemple

-1 -1
Soit X(z) = L+z LS
2.(1-2"). LI A B R
2 2 2
Méthode n°1
1 4 1 -3 3(1Y
X(z)=—. +—. = x(n)=2u(n)——.| —| u(n
()21_2_12111 (n) ()2(2j()
——Z
Méthode n°2
l%rl.z"l I—E.Z_l +—z"
2 2 2
1 3 ., 1 , 1 5 ., 13
- ———7 +—z —+—7Z +—2z"+
2 4 4 2 4
é.z’l—l.z’2
4 4
L a5,
4 8
13 z7 - 2.2"3
8 8

[ V/ Application de la transformée en Z i ’étude des filtres numériques |

-1- Fonction de transfert

Soit un filtre numérique défini par la récurrence :
y(m)+b.y(n-D+..+b,.y(n-P)=a,x(n) +a,.x(n-D+..+a,x(n-Q)

Cette relation étant vraie pour toutes valeurs de n, on peut affirmer 1’égalité des
transformées en Z de chaque membre :

Z[y(n)+b,y(n—1)+...+b,.y(n-P)]= Z[a,x(n) +a,x(n-1) +..+2,x(n-Q)
=Y(2)+b.z'Y(2)+..+b,z " Y(2)=a,X(2) +a,z" X(2) +... + aQ.Z_Q.X(z)
= Y(z).[l +b.z ! 4.+ bP.Z_P] = X(z).[a0 +a,.z +..+ aQ.z‘Q]

Soit :

. ag+a,.z +..+ayz "
Y(z)=H(z).X(z) ou:H(z)= - —
I+b.z" +..+b,z
H(z) est la fonction de transfert en Z du filtre numérique.

2 0
a,z

Y(Il)+ibk.y(n—k)=iag.x(n—0) N H(z):%

1+ Z:bk.z’k

k=1

18



Remarque : pour les filtres RIF, b, =0 V k. La fonction de transfert H(z) est simplement

un polyndéme en z' : H(z) = a,+a,z " +..+ aQ.Z’Q

-2- Réponse impulsionnelle

Dans le cas particulier ou I’excitation du filtre est une suite impulsionnelle :
x(n) =98(n), la réponse s’identifie a la réponse impulsionnelle : y(n)=h(n). Or la

transformée en Z de la suite impulsionnelle est A(z) =2 [B(H)] =1 ;onadonc:

Y(z) = Z[h(n)] = H(z)x1 = H(z).

La fonction de transfert H(z) est la transformée en Z de la réponse
impulsionnelle.

-3- Exemple

Soit le filtre défini par la récurrence y(n) — %.y(n -1)= %.X(n) (voir § 1I - 8).

Fonction de transfert : H(z) =

n n+l
Réponse impulsionnelle : h(n)=Z" [H(z)] = %(éj u(n) = (Ej u(n)
1

2

Réponse indicielle : x(n)=u(n) = X(z)= 1% = Y(2)=
—Z

(1 -z )(1 - l.z‘l
2
Sans calcul, on peut dire que :
y(0)=lim Y(z) = 1
2150 2
lim y(n) = lim (1-z")Y(z) =1
n—ow 2151

Et, en décomposant en ¢léments simples :
1

Y(z)= 2 = !

(1—2_1)(1—;.2‘1j -zt (1— .z-l)

= y(n)=u(n) - %(%) a(n) = {l - (%) }.u(n)

19
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-4 Représentation sous forme de schéma bloc

On donne souvent la structure d’un filtre numérique en le représentant sous forme de
schéma bloc. Les trois opérateurs de base sont :
1. multiplication par une constante : symbole

a (cste)
x(n) y(n) = a.x(n) ¥ n

2. somme de deux signaux numériques : symbole

Xz(n)

x1(n) y(m)=xi(n) +x(n)  Vn

3. retard : symbole

xn) ——p»| 7' |—p ym)=x(n-1) v n

Voici deux exemples de filtres numériques représentés sous forme de schéma bloc :

Filtre RIF:  y(n)= %.x(n) + %.x(n -+ i.x(n -2)

x(n-1)

> 71 71 X(n-2)

x(n)

025 —>® 0,5 025 —>®
y(n)
2

On peut donner une variante a cette réalisation, en remarquant qu’on a deux
fois le coefficient 0,25 (on effectue deux multiplications au lieu de trois) :

x(n-1)

X(n) > VA 1

x(n-2)

0,5
0,25

> » y(n)

20



Filtre RII : y(n)=x(n)+x(n-1) - {— %.y(n -+ %.y(n - 2)}

La partie grisée met en évidence le caractere récursif de ce filtre.

x(n)

y(n-1)

-5- Réponse harmonique

On a établi, soit a partir de la récurrence, soit a partir de la réponse impulsionnelle, la
fonction de transfert en régime harmonique d’un filtre numérique :

Q
a@.z’ﬁ
H(z)=—
1+Zbk.z"k
k=1
on voit que :

, . £
H(jo)=H|z=¢""" |=H|z=¢"" || avec Q=0.T, =2.1.—
(jo)=H[ |=H[z=¢"] s =2mp

Remarque :  on passe de la transformée en Z a la transformée de Laplace par z=¢""*, et de
la fonction de transfert T(p) a la fonction de transfert en régime harmonique par
p=jo :

Te
z=¢""

‘ }: 7 = ej.u).TE
pP=J]0
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-6- Exemple

Etude en régime harmonique du filtre défini par la récurrence :
1 1
n)——.y(n-1)=—x(n
y(n) 5 y(n-1) 5 (n)

1 1

+ = H(jo)= ﬁ
-~z 1-—. (e

2 e)
H(j.o) est périodique, de période wg. On peut donc restreindre 1’étude a

H(z) = (ou Q=wT,)

Remarque :
oe [— % ; %} , ce que nous avons supposé des le début pour respecter le
théoréme de Shannon.

1
. 9 1
H(jo) = ——2——= —
1 /oy 2-—cosQ+ jsinQ
1- —.(e )
2
2 1 1
Etude de [H| : H| = =

H (2 —(:osQ)2 +(sinQ)2 5—4.cosQ

Q variant de 0 a m (soit ® variant de 0 a wg/2) cos 2 décroitde + 1 a - 1.
. . 1
|H|2 décroitde1a é (donc |H| décroitde1a g)

3 .
Fréquence de coupure -3 dB : 5-4.cosQ.=2 = Q.= arccosz soit . ~0,12.0

(Le filtre analogique ayant servi de mode¢le était un filtre

du premier ordre tel que t="T, soit o, = ;J—E ~0,16.00;, )
T

) in Q)
Etude de Arg(H):  Soit ¢ = Arg [H] (tang =— L
2 —cosQ
dtang (1 -+ tan? (P) dp  cosQ(2-cosQ)-sin’Q  2.cosQ-1
dQ dQ (2—(:05(2)2 (2—cosQ)2
D’ou le tableau de variations :
Qo r n
3
do _ .
dQ |
0 0
0 \
_r
6
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[H|

. &) |
Filtre numériaue |

| \

|

|

| i
0.5 1 1.5 / 2 2.5 3

0.2
0
’I
0 J fi2 f
II
0 1 1 Filtre analogique 1 \
: | T ~ T ‘ :
| | | N\ | | |
20-------- ~ - [ e oo m m A e m—————————— = --—
'.'\D,. : ‘ N : : :
& T | | |
o0 e R N ERREEEEEEEES -
< | e, AN | |
N | | '-....\ | \ | |
& ool S A o - Nl L —
< | | | I R
| | | | | "tEtmyanar
1 1 1 1 1 1
-80
0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

Remarque :

La récurrence a été¢ obtenue en simulant sous forme numérique un filtre du
. - , . d .
premier ordre défini par I’équation y + r.d—i] =x avec T = Tg, et en faisant
dy _y(@m)-y@-1)
TE
On constate que les deux filtres (numérique et analogique) ont un
comportement différent en régime harmonique (en particulier pour 1’argument).
Dans notre approximation, nous avons totalement ignoré I’échantillonnage et
les effets de repliement de spectre.
Effet du repliement de spectre

I’approximation

7T

7]

filtre numérique

note : la somme est une somme
de nombres complexes :

Hjo)= 3 1

ol+ jr(o-koy)

Repliement —

0.1
0

0.5 1 1.5

f/F

23







Annexe 1 : paralléle filtres analogiques - filtres numériques

ANALOGIQUE NUMERIQUE
Linéarité Linéarité
t Réponse t ) Réponse )
e | Oy )} s ax, () + b, () —2 0y () + by, (t) | T @) } = ax,(n) + bx, (n) —X 5 4 v (1) + by, (n)
=) Réponse Réponse
E= X, (1) ———>y,(t) X,(n) ———>y,(n)
=
“S Invariance Invariance
X(t) Réponse y(t) = X(t _ 'C) Réponse Y(t _ T) VT X(H) Réponse y(n) = X(n _ k) Réponse y(n _ k) Vk
= Différentielle Récurrence
g n dky m d(’X P Q
= y(O) + D b.—==>a.— y(n)+ > b y(n-k)=> a.x(n-10)
= o dtt = dt k=1 =0
=
=
=
g x(t) = j x(0).5(t —0).d0 = | x(t—6).5(0).d0 x(n)= Y x(k).3(n—k)= Y x(n-k).3(k)
g —o — k=—00 k=—c0
@)
2
3 2 8(t) — == g(1) §(n) —Reme 5 hn)
=} _E ) +o ) ©
52 x(t) —"2s y(t) = [ x(0).g(t-6).d0 x(n) —2 s y(m) = 3" x(k)h(n —k)
m .g -0 k=—o0
° 2 - RN J joT 7!
3 2 Ya(io) S, (%)
2 g T(jw) =—= . H(jo) = —=0 :
b : j.o.Tg
I~ E 1+Z‘bk.(1m) 1+§‘bk.(eJ )
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Annexe 2 : paralléle transformée de Laplace - transformée en Z

LAPLACE

DEFINITION
I

TRANSFORMEE EN Z

A 4

X(p)= lim T, X[z=e""]

x(t) <« X(p)= T x(t).e P'.dt

l

Echantillonnage

Xe(t)

y

x(n) «— X(z)= ix(n).z’ !

n=0

z=¢"P

Linéarité

A 4

X.(p) = TE'i x(n.TE)_[eTE.p ]

PROPRIETES

X(t) & X(P)} N {X(t) +y(H) > XP)+Y(P) | x(n)e

y(t) © Y(p)
Retard

x(t—t,) <> e " X(p)

a.x(t) <> a.X(p) y(n) <

t,=kT, etz=e""

X(z) x(n) +y(n) < X(z)+ Y(2)
Y(z) - a.x(n) <> a.X(z)

» x(n -k) <z X(2)

—eP=yzF
Changement d’échelle
p.Tg
. Zv:e(P*Pu)-Th — ep T ) 7z
x(t).e”" <> X(p—p,) C —— 7,"x(n) > X| —
z
soit z' = — avec z,=e"™ ’
Z,
Transformée de n.x(n)
tx(t) —2 5 T, n.x(n)
_dX_ dX dz
dX dp dz dp dX , dX
tx(t) o —— o ——nx(n)¢>—-z—=72 .—
dp _ax d(e) dz
dz dp
=-T,z ax
dz
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Théoréme de la valeur initiale

x(0°) = lim pX(p)

Théoréme de la valeur finale

po® = z=¢"" >0

lim x(t) = lim p.X(p)
t—o00 p—

z=e¢""~1+T.p qd p—>0

=P

z—1
T

E

~
~

APPLICATION A L’ETUDE DES FILTRES

Equation différentielle

Fonction de transfert

| x(0) = lim X(z) = lim X(z)
z— 0 2150

— lim x(n) = lirr} (z—-1).X(2)

= lergl (1 -z )X(Z)

» Equation de récurrence

a7 )
a < p X

Zao.p”

T(p)=—"F——
1+ b.p
k=1

Réponse impulsionnelle

T(p) est la transformée de Laplace de la

réponse impulsionnelle

T(p)=<[g(1)]

Réponse harmonique

» H(z) =

z=¢"®?

T(jo) = T[p = j.oa]

p=jo

} = z=¢lh

————— H(jo)=H[z

28
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T
S

P Q
y(n) + Zbk.y(n ~k) = Zaﬂ.x(n —0)

H(z) est la transformée en Z de la réponse
impulsionnelle

Z[h(n)]

— ej.u).TE }
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