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ELEMENTS FINIS : APPLICATIONS ELEMENTAIRES ET DE SYNTHESE

Exemple n° 1: barre soumise a son poids propre

= Données :
Soit un élément de barre ayant pour caractéristiques E (N/m?), S
(m?), ¢ (m), associé a des conditions aux limites nodales particulieres :
- chargement réparti: poids propre de résultante P (< 0, exprimée en N)
- déplacements nodaux: v, = 0 et déplacement v, inconnu

= Probleme:
Etudier 1’équilibre de I’élément de barre. Rechercher les contributions nodales du poids P. Déterminer le déplacement v,

engendré par l'action mécanique P ainsi que les autres inconnues du probléme. Dessiner la configuration d'équilibre de

I'é1ément fini de barre.
.= Résolution : équilibre de 1’élément de barre isolé
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Structure correctement appuyée et | La résolution directe du systtme | Configuration d'équilibre de
contributions nodales du poids P | linéaire {F }= [k] *{d} donne les | 1'é1ément fini de barre.
P/2 élément Y2=P/2
expressions des inconnues algébriques:
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Exemple n° 2: élément de barre
= Données : 1 NN 2
Soit un élément de barre ayant pour caractéristiques E (N/m?), S X,
(m2), ¢ (m), associé a des conditions aux limites nodales particulieres :
- chargement nodal au nceud 2: X, (force donnée >0, exprimée en N) y\\ <E.S./> N\
- déplacements nodaux: u; = 0 et déplacement u, inconnu. , X

= Probleme:
Déterminer le déplacement u, engendré par l'action mécanique X, ainsi que les autres inconnues du probleéme. Dessiner la

configuration d'équilibre avec 1'allure de la déformée de la barre réelle et de son I'élément fini associé.
Quelle est la valeur de la force X, (en N) qu'il faut appliquer pour engendrer un allongement u, de 1 m? Conclure sur la valeur

de kzz,
Par les méthodes analytiques classiques (lois de comportement et méthode énergétique: théoreme de Castigliano) retrouver la

valeur de u,.
.= Résolution :

La résolution directe du systeme linéaire {Fél}z [k] o{d él} donne les expressions . ES 4
élément soit: X, =——u, et u, =—X,
des inconnues alecbriques: d'ou la configuration d'équilibre:
Xl =7 ES _g u; =0
14 14
= [ ] X
X _E_S E_S —9 y !
2 / / U, =! . X




11 faut appliquer au nceud 2 une force X, = 78 N, pour obtenir un allongement de valeur unité, soit u, = lm.

= Conclusion : signification physique du terme diagonal k,, = 78 : il correspond a la force exprimée en N, qu'il faut

appliquer au nceud 2 pour avoir un allongement de 1 m pour ces conditions aux limites particulieres.

Remarque: les autres termes kj; avec (i#]), termes de couplage, permettent de prendre en considération la combinaison des
effets de toutes les sollicitations.

» Résolution par les méthodes analytiques classiques :
= Loi de comportement pour de la traction simple:

du
0 _ N . soit U = N x4+t
ES ES

R . . N . .
a partir des expressions 6 =EXx¢g, et 6= S on obtient la relation d
X

Expression de l'effort normal % 'pour une section courante d'abscisse x: N =C*° =X,
* Conditions aux limites
-pourx =0 u =u; =0soit C* =0

/
-pourx=/f u,, =u, =—X
p %) 2 ES 2

pot.

= Méthode énergétique théoréeme de Castigliano: =q;
i
E,o. : énergie potentielle de déformation (exprimée en fonction des éléments de réduction du torseur de cohésion)
emmagasinée dans une poutre en équilibre au cours de son chargement par les actions mécaniques F;
Fi: actions mécaniques appliquées sur la poutre (X, Y, Z, L, M, N)
qgi: déplacements associés a ces sollicitations (u, v, w, 6y, 6y, 6,)

Expression de I'énergie potentielle de déformation pour une barre sollicitée en traction simple et de longueur / :
1’
Bpo = | T=dx
pot. 2 / ES

Expression de I'effort normal %'pour une section courante d'abscisse x: N =X, =C'
1 0X,°

ES
Application du théoreme de Castigliano: pour l'effort X, , en dérivant par rapport a X2 le déplacement correspondant au noeud

soit en en remplacant dans l'expression de 'énergie potentielle: E ,, =

pot. _ el _ (
—u2 SOlt. uZ —_Xz

2 (ici I'allongement de la barre)s’écrit :
X, ES

Exemple n° 3: élément de poutre:

= Données :

Soit un élément de poutre de caractéristiques E (N/m?), I(m*), ¢
(m), associé & des conditions aux limites nodales particulieres : y
ZL_.X N

1 <EL/l>

- chargement nodal au nceud 2: Y, (force donnée >0, exprimée en N)
- déplacements nodaux: v, = 0,; = 8,5 = 0 et déplacement v, inconnu.
= Probleéme:

Déterminer le déplacement v, engendré par l'action mécanique Y, ainsi que les autres inconnues du probléme. Dessiner la
configuration d'équilibre avec l'allure de la déformée de la poutre réelle et de son 1'élément fini associé. Conclure sur les signes
des chargements nodaux.

Quelle est la valeur de la force Y, (en N) qu'il faut appliquer pour engendrer une fleche v, de 1 m? Conclure sur la valeur de
K3,

= Résolution :

La résolution directe de ce systtme donne les | La résolution directe de ce systeme donne les expressions des actions
expressions des inconnues du systtme | mécaniques garantissant I’équilibre de I’élément :

linéaire {Fél}z [k] O{dél}: Al 12EI 6EI 6EIL
élément V2=—)< 25 1:——)(\/2 ;N1=——XV2;N2=——XV2
12EI 03 02 02
Y, =? 12 6/ —-12 6/ v; =0

d'ot la configuration d'équilibre:

N, =?| EI| 6/ 40> -6/ 20° )8, =0
Y, 312 =60 12 =60 |v,?
N, =? 6/ 2% —60 40%] [8,,=0




Signes des chargements nodaux: Y et Y, signes opposés et N, et N, signes identiques.

12E1
€3

Il faut appliquer au nceud 2 une force Y, = XV, N pour obtenir une fleche de valeur unité, soit v,= 1m.

. o . . 12EI . . .
= Conclusion : signification physique du terme diagonal k45 = — il correspond a la force exprimée en N, qu'il faut
1

appliquer au nceud 2 pour avoir une fleche de 1 m pour ces conditions aux limites particulieres.

» Résolution par les méthodes analytiques classiques :

2
= Loi de comportement pour de la flexion simple: ddv(zx) = M?J;z
X
Expression du moment de flexion %/, pour une section courante d'abscisse x: Mf, = Y,({—x)+N,
. d’v(x) 1
Soit en remplagant: =—|Y,(/—x)+N
pras dx? EI[ 2((=x)+ N, ]

En intégrant une premiere fois, on obtient l'expression de la rotation de section pour une section courante d'abscisse x:

2
V) _ g (x) =L{Y2[€x —X?j+ N,x +c‘61

dx EI

¢ Conditions aux limites:

pour x =0: 6,(0)=0,,=0d'ou C*=0 pourx=/:0,(/)=0,=0
dou 6,, = v, 2~ |y =0
z2 EI 2 2 2
. 1
soit N, =-Y, 2

En intégrant une deuxieme fois, on obtient I'expression de la fleche pour une section courante d'abscisse X:

1 xr X3 ’x? N
=Y, | -2 |-y, 24
V&) EI[ 2[ 2 6J 2y

L e 1 oo s
pourx=0: v(0)=v;=0dou C*=0 pour x = /: V(g)zvzz_l Y, ———|-Y,—

¢ Conditions aux limites:

E 2 6

3

12EI

Epot.

oF,

1

La fleche au nceud 2, a donc pour valeur: v, = Y,

= Méthode énergétique théoréme de Castigliano: =q;

Eyo. : énergie potentielle de déformation (exprimée en fonction des éléments de réduction du torseur de cohésion)
emmagasinée dans une poutre en équilibre au cours de son chargement par les actions mécaniques F;

Fi: actions mécaniques appliquées sur la poutre (X, Y, Z, L, M, N)

qgi: déplacements associés a ces sollicitations (u, v, w, 6y, 6y, 6,)

Expression de I'énergie potentielle de déformation dans une poutre sollicitée en flexion simple et de longueur /:

1 [ Mf,’
EP"":EJ g
1

Expression du moment de flexion %Mf; pour une section courante d'abscisse x: Mf, = Y,(/—x)+ N,
Soit en remplagant dans 1'expression de 1'énergie potentielle précédente:

_ 2 3
=lJ. [YZ(E X)+N2] dx =L[Y22 %+N22€+Y2N2€2]

pot- "o ) El 2EI

Application du théoréme de Castigliano:

aE pot.
3 pour le moment N,: =0, =0
2
soit apres dérivation de 1'expression de 1'énergie potentielle par rapport a N, : N, = —ng
d pot
3 pour la force Y: -=v,

2



. . . . 1 3 3 } .
apres avoir remplacer N; par sa valeur dans 1'énergie potentielle, soit E = 2EL [Yzz % " Y22 % - Y22 % , on obtient par
3
dérivation de cette expression par rapport a Y,: v, = TFL Y,
Exemple n° 4: élément de poutre:
= Données : 1 2

Soit un élément de poutre de caractéristiques E (N/m?), 1 (m*), ¢
(m), associé & des conditions aux limites nodales particulieres : y
- chargement nodal au nceud 2: N, (moment donnée >0, exprimé en Nm) X\
- déplacements nodaux: v, = 0,; = v, = 0 et déplacement angulaire 6,, inconnu z
= Probléme:
Déterminer le déplacement 0,, engendré par l'action mécanique N, ainsi que les autres inconnues du probleme. Dessiner la
configuration d'équilibre avec l'allure de la déformée de la poutre réelle et de son I'élément fini associé. Conclure sur les sens
des chargements nodaux.
Quelle est la valeur du moment N, (en Nm) qu'il faut appliquer, pour engendrer une rotation de section 6, de 1rd?. Conclure sur
la valeur de ky4.
= Résolution :

<E,L /> N,

La résolution directe de ce systtme donne les | soit:
expressions des inconnues du systeme /¢ 6EI 2EI 6EI
tinéaire {Fy}= [k] fdq): O =g N2 Y1 =7 X0 N =m0 5 ¥a =250
e
Y, =9 een;e; 60 —12 6 v, =0 D'ou la configuration d'équilibre: .
N, =2 _EI| 6/ 4% -6/ 20°| |6, =0 ﬁ
Y,=? ¢3|-12 -6/ 12 -6/] |v,=0 N, N,
N, 60 207 —60 47| 8,7?
Y2

Signes des chargements nodaux: Y, et Y, signes opposés et N, et N, signes identiques.

. 4EI . . . o
11 faut appliquer au nceud 2 un moment N, = TX 0,, Nm, pour obtenir une rotation de section d'une valeur unité 6,,=1m.

= Conclusion : signification physique du terme diagonal k,, = % : il correspond au moment N, exprimé en Nm, qu'il faut

appliquer au nceud 2 pour engendrer une rotation de section 6,, de 1 rd pour ces conditions aux limites particulieres.

» Résolution par les méthodes analytiques classiques :

. Lo d*v(x) M
= Loi de comportement pour de la flexion simple : # = M.
dx EI
Expression du moment de flexion %Mf. pour une section courante d'abscisse x: Mf, = Y,(/—x)+ N,
. d*v(x 1
Soit en remplagant: (2 ) = —[YZ(E —-X)+ N2]
dx EI
En intégrant une premiere fois, on obtient 1'expression de la rotation de section pour une section courante d'abscisse X:

2
V) _ g (x)=—| Y| rx =2 |4 Nyx 4 C
dx EI 2

¢ Conditions aux limites:
1 0?
pour x =0: 6,(0)=0,; =0d'ou C*=0 pourx=/:0,(/)=0,, :E{Yz[ﬂz —7J+N2€}

En intégrant une deuxieme fois, on obtient I'expression de la fleche pour une section courante d'abscisse x:

1 x* X3 x2 "
=y, 2 XN, 2 e
v(x) EI{ 2[ 2 6} 27

" 1 AN A 02
pour x=0: v(0)=v;=0douC*=0 pourx=/0: 0=—|Y,| ——— [+ N, —

¢ Conditions aux limites:

EI 2 6 2



3

au nceud 2, Y, a donc pour valeur: Y, = Y] N,
, . . 1| 3( ., ¢
en portant cette valeur dans I'expression de 0,5, $0it0,, = —| ——| {* —— [N, + N,/
EI| 2/ 2
on obtient la valeur de la rotation de section, soit: 6,, = %X N,
= Méthode énergétique théoréeme de Castigliano: POt q;

1
E,o. : énergie potentielle de déformation (exprimée en fonction des éléments de réduction du torseur de cohésion)
emmagasinée dans une poutre en équilibre au cours de son chargement par les actions mécaniques F;
Fi: actions mécaniques appliquées sur la poutre (X, Y, Z, L, M, N)
qgi: déplacements associés a ces sollicitations (u, v, w, 6y, 6y, 6,)
Expression de I'énergie potentielle de déformation dans une poutre sollicitée en flexion simple et de longueur /:

JMfZ o«

Expression du moment de flexion %M. pour une section courante d'abscisse x: Mf, = Y,({—x)+N,
Soit en remplagant dans 1'expression de 1'énergie potentielle précédente:

2
Epot.=%J.[Y2(€ X)+N2] dx =— ! (Yzzg—-i-Nz l+Y,N, f]

’ EI 2E1 3

Application du théoreme de Castigliano:

JE
3 pour la force Y,: POt v, =0, apres dérivation de 'expression de 1'énergie potentielle par rapporta Y, : Y, = —% N,
2
3 pour le moment N: %Epo =0
TOON, 2
N 1 [ 230 2 2307 .
apres avoir remplacer Y, par sa valeur dans l'énergie potentielle, soit E 2EI N, T+ N, 2% - N,” —— [, on obtient
par dérivation de cette expression par rapport a Ny, la valeur de la rotation de section, soit: 0,, = EX N,

Exemple n° 5: élément de poutre:

= Données :
Soit un élément de poutre de caractéristiques E (N/m?), I(m*), ¢ (m), associé
a des conditions aux limites nodales particulieres : y
- chargement nodal au nceud 2: Y, (force donnée >0, exprimée en N) X
- déplacements nodaux connus: v, = 0,; =0 et déplacements nodaux inconnus vyet 0, z %

= Probléme:

Déterminer les déplacement v, et 6,, engendrés par 1'action mécanique Y, ainsi que les autres inconnues du probleme. Dessiner
la configuration d'équilibre avec l'allure de la déformée de la poutre réelle et de son 1'élément fini associé. Par les méthodes
analytiques classiques (lois de comportement et méthode énergétique: théoreme de Castigliano) retrouver la valeur de v, et 6,,.
d2V _ M, Mf,”

Dans ce but on rappelle: ——— ETE

= Résolution :
La résolution directe de ce systeme donne les expressions | La résolution directe de ce systtme donne les expressions des

des inconnues du systeme linéaire {Fél}: [k] ofd él} actions mécaniques garantissant 1’équilibre de 1’élément :
élément 3 2
14 0
Y, =7 12 6 -12 60 [v;=0 V2=_3EIY229z2=_2EIY2 Y ==Yy Ny ==Yy
Ny =7 _EI| 6/ 4 P60 207 .8 =0 d'ot la configuration d'équilibre:
Y, =12 —60 12 =60 |v,?

N, =2 60 20% —60 407] (0,?




» Résolution par les méthodes analytiques classiques :

2
= Loi de comportement pour de la flexion simple: % = ME—J;Z
X
Expression du moment de flexion %Mf; pour une section courante d'abscisse x: Mf, =Y, ({—Xx)
: d’ 1
Soit en remplagant: v(x) =—Y,(l—-x)
dx? EI

En intégrant une premiere fois, on obtient 1'expression de la rotation de section pour une section courante d'abscisse X:

2
dv(x) =0, (x) ZL{YZ(EX—X—J+CtC:|
dx EI 2

¢ Conditions aux limites:

1 0?2
pour x =0: 6,(0)=0,, =0d'ou C*=0 pourx=/:0,(/)=0,=0d'ou 0= E{Yz (fz _TH

Ez
SOit ezz ZEYZ

En intégrant une deuxieme fois, on obtient I'expression de la fleche pour une section courante d'abscisse X:
1 x> x?
V(X) =—| Y,| ——— [+C"
EI 2 6

g Ly (e 7
pourx=0: v(0)=v;=0d'ou C*=0 pourx =0 V({)=v, =—Y,| ———

¢ Conditions aux limites:

EI 2 6
/63

La fleche au nceud 2, a donc pour valeur: v, = 3EL Y,

oE

pot.

= Méthode énergétique théoréeme de Castigliano: =q;
i
E,o. : énergie potentielle de déformation (exprimée en fonction des éléments de réduction du torseur de cohésion)
emmagasinée dans une poutre en équilibre au cours de son chargement par les actions mécaniques F;
Fi: actions mécaniques appliquées sur la poutre (X, Y, Z, L, M, N)
qgi: déplacements associés a ces sollicitations (u, v, w, 6y, 6y, 6,)
Expression de I'énergie potentielle de déformation dans une poutre sollicitée en flexion simple et de longueur /:
1 [ Mf”
Epol. = EJ‘ ]—:_{IZ dx
[

Expression du moment de flexion %M. pour une section courante d'abscisse x: Mf, =Y, ({—X)
Soit en remplagant dans 1'expression de 1'énergie potentielle précédente:

1Y, (e=x)P (A
E_ =— |2 gx="_y
pot. 2! EI X T 6EL 2

Application du théoreme de Castigliano:

3 pour la force Yy: —2 = v,
2
3
on obtient par dérivation de cette expression par rapport a Y,: v, = 3EL Y,
Exemple n° 6 : élément de barre et loi de comportement
= Objectif: obtention de la matrice de raideur de I'élément de YA
barre en traction a partir de la loi de comportement. y || <E, S, (> X
I X, X, «x
111»«:>7—7—7—7— s>

= Résolution
. . . du N . N te
loi de comportement en traction compression: — =—— soit u(x) =——x+C" avec N =X, ou N ==X,
dx ES ES
* Conditions aux limites:

pour x =0: u(0)=u, =C* our x = £: u(/) = u :LX +C" soit u ZLX +u
p su(f) 2 ES 2 2 ES 2 1



d'OflI X2 =%(—u1 +u2)

I'équilibre de la barre entraine: X, +X, =0soit X, = % (u1 —u,)

ES
X, =7(u1 —-u,)

les actions mécaniques en fonction des déplacements s'écrivent donc: ES
XZ =7(—u1 +u2 )

x,] |ES _ES | [y
sous la forme de I'écriture matricielle {F}=[k]e{d}: = ! e
l l
ES _ES
qui permet d'écrire de matrice de raideur de 1'é1ément de barre: [k] = fES ]éS
aa

Exemple n° 7: élément de poutre et loi comportement

= Objectif: obtention de la matrice de raideur de 1'é1ément de poutre
en flexion simple a appliquant le principe de superposition pour une
série de sollicitations appliquées a 4 poutres avec des conditions aux
limites différentes.

= Résolution

2
Loi de comportement pour de la flexion simple: ddV(zx) = ﬂé]; z
X
Expression du moment de flexion SMf; pour une section courante d'abscisse x: Mf, =Y,({—x)+N, ou Mf, =Y, x—-N,
: d? 1 d? 1
Soit en remplacant: v&x) =—Y,({-x)+N, ou v&x) =—Y;x-N;
dx*  EI dx?>  EI

En intégrant une premiere fois, on obtient l'expression de la rotation de section pour une section courante d'abscisse x:

dv(x) 1 x2 dv(x) 1 x? .
=0, (x)=—|Y,| x— [+ N,x+C, | ou =0 (x)=—|Y,——-N,x+C
dx 2 (%) EI{ 2[ 2} 2 ‘} dx » (%) Bl '2 ! !

En intégrant une deuxieme fois, on obtient I'expression de la fleche pour une section courante d'abscisse x:
1 x? X3 x2 1 x> x2 , ]

v(x)=—|Y,| —— |+ N, —+Cx+C, | ou v(x)=—| Y, ——N, —+Cx+C
()EI{Z[Z 6] P I (=g 27g TNy e

* Conditions aux limites pour les rotations de section:

2
pourx = /¢ : G(Z):E)zzi Y2€—+N2€+Cl
C EI 2
pour x = 0: 9(0)=91=—1
El it: 6, —0 ! Y e + N,/
soit: 8, -0, =— —
27U T 2 2

* Conditions aux limites pour les fleches:

1 0 0
pourx=/:v,=—|Y,—+N, =+C,/+C,
C EI 3 2
pour x = 0: V(0)=v1=—2 3
El soit: v, —v,—0 E—i Y €—+N L

SV TVi Tl T T2y 25

= Conclusion:

3

La sollicitation globale de cette poutre étant complexe, il est nécessaire d'isoler chaque sollicitation et de rechercher le
comportement de la poutre pour chacune d'elle, soit 4 cas. Appliquons ces expressions générales aux 4 cas particuliers
suivants:

1 0? 1 A /
0,-0,=—|Y,—+N,/|et v,-v, -0 f=—]| Y, —+N, —
2 1 EI[ 2 2 2} 2 1 z1 EI[ 2 22}

7



O Cas A

En utilisant les deux expressions générales précédentes:
* Conditions aux limites pour les rotations de sections

pour x =0: 0,,(0) =6,4; =0

* Conditions aux limites pour les fleches:
pour x = 0: vy (£)=v,, =0

. 12EI
en fonction des déplacements: Y,, =—

I'équilibre de la poutre entraine:

Yo +Y, =0
. 12E1 EI
SOltZ YAI VAI et NAI 6_2VA1
4
O Cas B:

pour x = £: 0,,(/) =0,,,=0

pour x =0: v, (0)=v,,
/2

g

2

1 o
Y
EI[ A3

6EI
—Var et Ny =7VA1

Var = —Nao

R —

<E,L/>

En utilisant les deux expressions générales précédentes:
* Conditions aux limites pour les rotations de sections

pour x = 0: 0,5(0) = 0,5,

pour x = £: 0,5(£) =0,5,=0

Soit 0,5, = L Y fz+N 14
e I B2
* Conditions aux limites pour les fleches:
pour x =0: vg(0)=vg =0 pourx = {: vg({)=vg, =0
soit: Yg, % =—-Ngp,
en fonction des déplacements: Yy, = —6—]? 6,5 et Ny, = % 0,81
L

I'équilibre de la poutre entraine:

YB] + YB2 = O

Ny +Ng, + YR,/ =0

. El 4EI

soit: Yp, =6—29231 et Ny =——80,5
O Cas C:

1 <ELl(> 2\~

N —

\

X
Z

* Conditions aux limites pour les rotations de sections

pour x = 0: 6,c(0) =0,c; =0

* Conditions aux limites pour les fleches:

pourx=0: v (0)=v =0

pour x = £: 0,c(£) =0,c,=0
2

EI

€3

1
ourx=/0: vo({)=ve =—| Y,
p c () Cc2 EI[ Cc2 3

/62
— N2 TJ



12E1 6EI

en fonction des déplacements: Y, = Vg et Ny = -—— Vo
l

I'équilibre de la poutre entraine:

YC] + YC2 = O

Ne N + Y0 =0

. 2EI EI
soit: YCI =__3 VC2 et NCI =—6_2 VC2
/ /

O Cas D:

N
«
P
&
[\)
i

<E,L />
* Conditions aux limites pour les rotations de sections
1 0’
pour x =0: 6,5(0)=0,p; =0 pour x = £:0,,() =6,p, = E[Ym 7"‘ Nsz]
* Conditions aux limites pour les fleches:
pourx=0: vp(0)=vp, =0 pourx=/{: vp(£)=vp, =0
1 0’ 0? 20
0=—|Yp, —+Np, — | soit: Y, —=-N
EI( p2 73 D2 2] p2 3 D2
. EIl 4EIL
en fonction des déplacements: Yy, = —6€—2 0,p, et Np, = TOM
I'équilibre de la poutre entraine:
Yp +Yp, =0
NDI + ND2 +YD2€ = O
. 6EI 2EIL
SOt Y, :792D2 et Np, =792D2

Y, =Y+ Yg + Yo + Yy
S . . N; =N, +Ng +N¢y + Ny,
Application du principe de superposition:
Y, =Y + Yp, + Yo, + Yy
N, =N,, +Np; +N¢y +Np,

en remplagant par les valeurs précédemment calculées, les actions mécaniques nodales en fonction des déplacements s'écrivent
donc:

Y, :%(m1 +600,, —12v, +6/8,,)
N, :%(wv1 +40%0,, —60v, +20%0 )

Y, =%(—12v1 ~6/0,, +12v, —6/0,,)

N, =%(6€v1 ~20%0,, —6v, +40%0 ,)

sous la forme de 1'écriture matricielle {F}: [k]'{d}:

Y, 12 6/ -12 6/ vy
N, | _EI| 6/ 4> —6r 207 .8
Y, pB-12 —-60 12 -6 |v,
N, 60 20 —60 407 |0,

qui permet d'écrire la matrice de raideur de I'élément de poutre en flexion simple:

12 60 -12 6L

)= E 60 40 —60 207

pB3|-12 -6 12 -6/

60 20° —60 417



