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Cours de Mathématiques du signal enseigné au département GEIII a Brive.

Diverses disciplines du Génie électrique et de 1'électronique nécessitent I'utilisation de notions ma-
thématiques spécifiques. En physique toute grandeur évolue au cours du temps de fagon quelconque. Elle
peut alors étre représentée par une fonction de la variable réelle ¢ qui représente le temps. Cependant dans
bien des cas on préfere caractériser ces fonctions par le biais de transformations de variables. Ce cours est
une introduction aux divers types de transformées que I'on rencontre, a savoir :

» Les fonctions associées aux signaux, utilisées pour le calcul des transformées

+ Latransformation de Laplace, principalement utilisée en automatique

o Latransformation de Fourier, utilisée en traitement du signal électronique

Enfin en physique, en traitement du signal ainsi que dans I'étude de la fiabilité des produits et des
processus, les probabilités jouent un trés grand role. Le dernier chapitre de ce cours sera donc une intro-
duction au calcul des probabilités.

Ce cours est tres largement inspiré de celui de BERNARD LERY, enseignant de Mathématiques au dépar-
tement GEII de I'IUT du Limousin que j’ai eu ’honneur de remplacer lors de son départ a la retraite.
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I.1.1 Définition des fonctions complexes de la variable réelle

Exercices : Documents :
Exercice C.1.1 Document A.1.2

f  t—=f®
D < R-C

est une fonction complexe de la variable réelle. Elle peut donc se décomposer endeux fonctions x(¢) et y ()
qui représentent respectivement les parties réelles et imaginaires de f(#).

F@=x@+jy®

Un exemple de représentation de la fonction f(¢) dans le plan complexe est donné a la figure I.1.1
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Définition des
fonctions
complexes de la
variable réelle

y(t)=Im[f(1)]

AT
:se;\/\/vwvvx

S 6 -\ J %(t)2Re[f(1)]
(1) »*
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FIGURE L.1.1 — Exemple de fonction complexe de la variable réelle t. x(f) et y(t) sont la partie réelle et

imaginaire et on a f(¢) = x(¢) + jy(t) représentée dans le plan complexe Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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<« précédent section A suivant »

1.1.2 Limites et Dérivée d’une fonction complexe

On peut considérer les 2 fonctions réelles de la variable réelle

x:t— x(1)
R—R
et
yit—y(1)
R—R
telles que

F@=x(@)+jy®

Limites d’'une fonction complexe

On peut alors définir pour les fonctions complexes de la variable réelle les mémes notions que pour les
fonctions réelles de la variable réelle a condition que I'on puisse définir simultanément ces notions pour
la partie réelle x(t) et pour la partie imaginaire y(t).

On dira ainsi que

lim f()=a+jb
t—1p

si et seulement si

. . Sommaire
limx(f)=a et limy()=>b Concepts
t—1 t—1
Dérivation d’'une fonction complexe
Exemples
De méme £ - f(t0) ® () ® () Exercices
lim 0 _ lim 0 +jlim y AL/ Documents

t—1 t—1 t—1 t—1 t—1y t—1
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<« précédent section A suivant »

Soit
f(to) = X' (1) + jy' (0)
Donc f sera dérivable si x et y sont dérivables.
En particulier cherchons la dérivée de e?’ avec z = a + j§

zt/_i zxt+jﬁt_i at .

(e )_dt(e )_dt[e (cos Bt + jsin )]

(e*")’ =ae® (cosfr+ jsinft)+ pe®" (—sinft+ jcos ft)
= (a+jp)(e* (cos Bt + jsinfr))

Et finalementon a:
(ezt)/ — Zezt

<« 10

Limites et
Dérivée d’une
fonction
complexe

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A

1.1.3 Intégration d’une fonction complexe

Formule d’intégration
Enfin
ff(t)dt=fx(t)dt+jfy(t)dt=F(t)+K avec KeC
Pour e’ avec z = a + jf nous avons

%l = e¥HIPT = g0 oiPT = o0& (cos Br + jsin Bt)

On montre en intégrant par parties que

at

fe‘”cosﬁtdt: ;Tﬁz(ﬁsinﬁt+ acos fBt) + Ky
@

at

fe‘”sinﬁtdt: azeTﬁz(asinﬁt—,Bcos,Bt) +K,

et tous calculs faits |
fe“dt: —e*'+K
z

Les formules de dérivation et d’intégration se généralisent Sommaire
Concepts

Convergence des intégrales

1. [ ; * f(t)dt converge si et seulement si Exemples
[T x@dt et [;°° y()dt convergent. Exercices
Documents
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<« précédent section A

2. [ ; * f(©)dt converge absolument si et seulement si
[ x(ndtet [T y(H)dt convergent absolument

En particulier considérons
+00
- -pt
I, = fo e Ptdt

oup=a+jp eCSoit
h 1 a1
I (t)=f e Pldr=——[e7 P! ==[1-eP"
plil . p[ ]0 p[ ]

Ona:e P =e 1.7 Pl Dolt|e Pl =|e 1| car |e/Pl|=1

Lintégrale convergerasia >0etceci VBeR (a =R(p) ) car ; liI}rl e % =0.
1—+00

Larégion de convergence est le demi-plan tel que R(p) > 0. D’olt

+00 1
peC:>f efptdt:; si R(p)>0
0

<« 12
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1.2 Séries de Fourier
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1.2.1 Définitions

Séries trigonométriques

On appelle série trigonométrique une série de fonction dont le terme général est du type
un(t) = ancosnwt+ bysinnwt a,eR eth, eR
La série s’écrit donc

+00
Z Unp(t) =ag+aycoswt+b;sinwt+------ +a,cosnwt+ b, sinnwt+---
n=0

Le terme général a pour période T, = 27/nw. Si la série converge sa somme sera donc périodique de
période T =27 /w.

+00 +00
On a la majoration |u,(#)| < |a,l| + |by,| et donc si les séries Y. a, et Y b, sont normalement conver-
0 0

+00
gentes, la série trigonométrique ) u,(f) estabsolument convergente et donc uniformément convergente.
0

Dans ce cas sa fonction somme u(t) est continue, dérivable et intégrable terme a terme.

Développement d’'une fonction en série de Fourier

Exercices :
Exercice C.1.2 Sommaire
Exercice C.1.9 Concepts
Si u(#) estune fonction périodique, de période T = 27 /w intégrable sur tout fermé de R. Alors on appelle Ecals
Exercices
Documents
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série de Fourier de u(?) la série trigonométrique telle que : Définitions
+00
u(t) =Y (apcosnwt+b,sinnwt)
n=0

dont les coefficients sont donnés par les formules

1 a+T

a = = u(t)dt

0 Tfa (2)

2 a+T

a, = —f u(t)cosnwtdt
T Ja
2 a+T

b, = —f u(t)sinnwtdt
T Ja

Ecriture complexe de la série de Fourier

On pose
1 :
cn=z(an—jbp)
2
Ona
1 a+T i 1 a+T i
cn:—f u(t)eif”wtdt:—f u(t)e 2l gy
T Ja T Ja
. Sommaire
Il vient alors oo o Concepts
uit)= Y cpel™= Y cpeltmnit
n=-oo n=-oo
u(t) est une combinaison linéaire infinie des fonctions e/"?! Exemples
Exercices
Documents
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Théoreme de Dirichlet Définitions

Si u est une fonction périodique, de période T = 27 /w vérifiant les hypothéses suivantes :

1. u(t) est continue sur tout intervalle Ja, a + T] sauf éventuellement en un nombre fini de points de
discontinuité de premiere espéce.

2. u(t) admet en tout point de ], @ + T] une dérivée a droite et a gauche.

Alors la série de Fourier de u(f) est convergente sur R et a pour somme
1
P [u(t+0)+ u(t—0)]

En particulier en tout point ot u est continue

+00
u(t) = ap+ Y (ancosnwt + by sinnwi)
n=1

(u(t +0) est lalimite a droitede uent)

Les séries de Fourier peuvent donc étre utilisées pour représenter les signaux périodiques et les signaux
a durée limitée.
Lidée de base du développement en série de Fourier est qu'un signal périodique peut étre décomposé
en une somme de signaux harmoniques.

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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1.2.2 Bases de fonctions

Exercices:
Exercice C.1.7

Produit scalaire généralisé

Soit E 'espace vectoriel des fonctions complexes intégrables sur [a, a + T].
L'application

{ <-[->:(f,@—<flg>=+ [T f) g*(ndt
ExE—C

possede les propriétés suivantes :

pl <(fi+Af)lg>=<filg>+A<folg>VYA€CY (fi,fo,g) €3
p2 <glf>=<flg>"
p3 <fIf>=% [ T|fwfdr=0

Par analogie avec le produit scalaire on dit que < f/g > est un produit scalaire généralisé (ou produit

Hermitien ). On lui associe alors la norme | f|| =< f/f >% etsi < f/g >= 0 les deux fonctions sont dites
orthogonales. Enfin si || f|| = 1 f est dite unitaire.

17

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A

Base des fonctions trigonométriques Bases de

. . - . . . fonctions
Soit f une fonction de période T développable en série de Fourier : '

+00 )
f= > cpe/™t
n=-—o0

Ce développement peut s'interpréter comme ’expression de f en une combinaison linéaire infinie de
fonctions ¢, telles que
Qn(l) = elnet
Montrons que ces fonctions ¢, forment une base orthonormée relativement au produit scalaire géné-
ralisé.
Pour les fonctions ¢, telles que ¢, () = e/’ avec n € Z nous avons

1 re+T . . i : 1 ra+T i Yot
<Qulom>=— el jme dt:—f e/ MOl gy
Pnlfm Tfa T Ja

Donc:
{ sinZm <@plpn>=0
. 2
sin=m <@ulp,>= H(pn” =1

La base des fonctions ¢,, pour n e Z estune base orthonormée de E.
Le coefficient de Fourier complexe c,, est la coordonnée de f relativement a ¢,

inot 1 [fott inwt Sommaire
_ jrot __ = —jnow
cn=<fle > ij; fe dt Concepts
Formule de Bessel Parseval
Exemples
Ona P, P Exercices
<f/f>=<chej"wt/ZCmejmw[)> Documents
—o0 —00

<« 18
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Donc
<fIf>= ) cacp (e 1IN+ Y cpep, (e el
n#m n=m
or
<ejnwt/ejmwt>: 0 si nzm
1 si n=m
) N 2 T 2
Dot || f|*=(f/f)= X lcal
—00
or 2,72
as+b
2 2 2_ 2
lenl® =lc-pl” = ———"etlcol” = ag

La formule de Bessel-Parseval permet d’exprimer la puissance transportée par le signal f(¢) en fonction

des coefficients de sa décomposition en série de Fourier

1 ro+T +00 42 4 12
Puissance(f) = —f fAwdt=ai+y 21
T Ja P

<« 19
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1.3 Convolution

1.3.1
1.3.2

Définitions et propriétés
Interprétation graphique
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section A suivant »

1.3.1 Définitions et propriétés

Définition
Soit f et g deux fonctions intégrables sur R. On appelle produit de convolution de f par g la fonction
notée f x g, définie par I'intégrale supposée convergente

+00
(f*g)(t):f fO)gt-0)do

Dans le cas particulier ou les fonctions f et g sont nulles surR™ on obtient :

t
(f %)) =f0 FO)g(t—0)do

En effet 0 , .
U*gxn:f f@mu-mdeﬂﬁfwmu;eme+f FO)g(t-0)do
oo t

La premiere intégrale est nulle car f(6) = 0 pour 8 < 0, la troisieme intégrale est également nulle car
g(t—0)=0pourf > t.

Propriétés

frg+Ag)=f*xg1+A(f xg2)
(i+Af)xg=fixg+A(fa*xg)
frg=gxf
Le produit de convolution qui au couple (f, g) fait correspondre f x g est bilinéaire et symétrique
Soit par exemple

21
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section A suivant »

+o00
(g*x N =f gO) f(t—6)do

en posant t —60 = u, donc —df =duona:

—00 +00
(g*f)(t)=f g(t—u)f(u)(—du)=f fgt—wdu=(f*g) (1)
+00 —00

On démontre sous réserve de convergence des intégrales correspondantes que

(fxg)*xh=f*x(gxh)
(fxg)=f~g=fxg

<« 22
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<« précédent section A

1.3.2 Interprétation graphique

Convolution exponentielle porte

Soit oo
(fxgn)= f fO gt-6)do

Pour t donné I'intégrale de convolution peut s’interpréter graphiquement comme une aire.

Le procédé est particulierement commode lorsque I'une des fonctions est un échelon ou une porte.

Le graphe de 8 — g(t—0) s’obtient a partir du graphe de 0 — g(60) par symétrie par rapport a Oy puis
avec un “ retard " de t (car g(t —0) = g[—(0 — 1)]).

Le graphe de la fonction produit 8 — f(0) - g(t —0) est donné a la figure 1.3.2 suivant les valeurs de ¢

On en déduit alors le graphe de la foncion de convolution (f x g)(#) a la figure 1.3.3 qui représente I'aire
Ahachurée.

Lexpression de la fonction de convolution est donc :

(e
(2
~

r<0
1 .
s t-RT—1) si 0<t<T
* =4 2
(f*ID(D) %,(ZT_,;)Z si T<t=2T
0 si t>2T
Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Interprétation
graphique
g(9 ) g(t-0 ) f(8).g(t0)
fmmm oo
f8) \
I
I
o 0 § 0
_ _ _ t
0 T T 0 t-T t t TA T
a) b) c)
FIGURE 1.3.2 - Graphe de la fonction produit f(6) - g(¢ —6) : a- fonction f(6), b- fonctions g(—0) et g(t—6),
c- fonction produit
=T t T =T t T =T T ¢ =T t
0 0 0 0
a) b) ©) d) Sommaire
Concepts
FIGURE 1.3.3 — Graphe de la fonction de convolution dans les 4 cas possibles:a) t<0;b)0<t<T;c)
T<t<2T;d)t>T
Exemples
Exercices
Documents
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FIGURE 1.3.4 — Graphe de (f % IT)(¢) : fonction résultant de la convolution d'une exponentielle par une porte
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1.4 Principales fonctions utilisées en traitement du signal

1.4.1 Fonctions de test . . . . . . . . . . .. 27
1.4.2 Interprétation physique. . . . . . . .. .. 29
1.4.3 Autres fonctions de test . . . . . .. 31
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section A suivant »

1.4.1 Fonctions de test

Exercices:

Exercice C.1.4
Exercice C.1.5
Exercice C.1.6

Support d’'une fonction

On appelle support d'une fonction I'intervalle D de R a I'intérieur duquel la fonction f n’est pas identi-
quement nulle.
t¢D=>f=0

Par exemple le support des fonctions représentées a la figure 1.4.5 est U'intervalle D = [#;, ]

Propriétés

Soit g, (£) D=[tp & +0]unefonction de test elle satisfait les propriétés suivantes

(e 9)
f (pg,to(t)dl':l
—00

Sommaire
© Concepts
hmf ©o,15,(Dx(B)dt = x(ty)
0—0J_00
Exemples
Exercices
Documents
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fiv)

Fonctions de

) test

t1 12

tl

12

FIGURE 1.4.5 — Support de fonctions

A
170
Sommaire
t Concepts
10 10+ 0 -

Exemples

FIGURE L.4.6 — Exemple de fonction porte Exercices
Documents
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1.4.2 Interprétation physique

Supposons que I'on veuille mesurer une grandeur physique analogique. Comme a toute grandeur ana-
logique , se superpose une composante de bruit on prendra une moyenne de cette grandeur pendantun
temps 6. Par exemple si on veut mesurer un courant I on peut utiliser le montage de la figure 1.4.7. A 'ins-
tant fy on ferme l'interrupteur K pendant la durée 6, la tension lue par le voltmetre sera donc :

1 to+6 1 th+0
Vip = — Idt+ = in(dt
Cly C Jy
K

Ay

) 1 in c L QD

FIGURE [.4.7 — Mesure dun courant électrique superposé a un bruit

Si I est un courant constant la mesure sera donnée par

10 1 to+60 r
Vip=—+— in(H)dt
n=c*g),

29

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A suivant »

le second terme représente la valeur moyenne du bruit qui tend vers 0 lorsque 8 augmente. La mesure sera
donc d’autant plus précise que 0 sera grand.

Dans un cas plus général la durée d’'une mesure est toujours non nulle (car il faut une certaine énergie
pour identifier une grandeur). Il en résulte que la grandeur mesurée est la valeur moyenne estimée pendant
le temps d’observation 6. Si x(#) est la fonction représentant la grandeur physique, sa mesure est donnée
par

1 tH+0 o
X=2> x(t)dt:[ x(1) Py, ()dt
6 to —00

ou Py 4, (#) estla fonction "porte" de largeur 0 et de retard 7o définie par :

1 site [ty to+0]
Pe,to(t)={ 0 070
0 sité¢lty th+06]

<<« 30
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1.4.3 Autres fonctions de test

Toute fonction satisfaisant les propriétés énoncées précédemment peut étre utilisée comme fonction
de test
On peut citer :

Fonction exponentielle unilatérale
Fonction exponentielle bilatérale
Fonction Gaussienne
Fonction Triangle
Fonction Sinus cardinal

Fonction Sinus cardinal carré

Documents :
Document A.1.1

31
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Chapitre |l

Transformation de Laplace

1.1 Intégrale de Laplace . . . . . . . . . . . . e 22
1.2 Propriétés de la Transformation de Laplace . . ... ... ................ 25
1.3 Transformation de Laplace inverse . . . . . ... . ... ... ... .. ... 30
1.4 Application de la Transformation de Laplace aux équations différentielles . . . . . . 34
Sommaire
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Exercices
Documents : Deauiiaiis

Document A.2.2
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Il.1 Intégrale de Laplace

I1.1.1 Définition
11.1.2 Exemples
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11.1.1 Définition

Soit u : t — u(t) une fonction définie sur R, a valeurs dans C et supposée nulle pour ¢ < 0 ( Le signal u

est alors dit causal).
On appelle Transformée de Laplace de u(t) la fonction U de la variable complexe définie par

+00
U(p) =[ e Plu(tydt
0

On note U(p) = L[u(t)]. £ signifiant la transformée de Laplace( Soit £ : u(t) — U(p)).
La transformée de Laplace n’existe que si l'intégrale 0+°° e Plu(r)dt est convergente.

Pour cela on est amené a imposer deux conditions a u :
1. étre continue par morceaux sur tout fermé [0, #;].
2. étre d’ordre exponentiel a I'infini, c’est a dire qu'il existe M > 0 et ¢ tels que
|u(t)| < M- e’ pour t > tp. On démontre alors que si les hypothéses précédentes sont vérifiées la
transformation de Laplace est définie pour p > 0 ou si p est complexe pour R(p) > 0. La région de
convergence de U(p) est donc I'ouvert ]o, +oo[ ou le demi plan complexe défini par R(p) > o.
Les conditions imposées a u ne sont que suffisantes. Elles sont toutefois vérifiées pour les fonctions

que nous allons étudier

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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11.1.2 Exemples

Pour un certain nombre de fonctions élémentaires le calcul de la tranformation de Laplace est simple.

Fonction échelon unité

Elle est définie par :
H
0 si t<0
Jf(t)_{ 1 si t=0
t
) )
Alors U(p) = [y ™ e P!dt = — siR(p) > 0. Donc
p
1 .
LA ()] = —siR(p) >0
p
Impulsion de Dirac."Fonction" impulsion unité.

Soit la famille de fonctions définie par ) Sommaire
1 bg(t ) Concepts

1 ire0.€l €

- site0,¢
ug () = { £ ’
0 siteloel S
t Documents
0 €
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Y

Onremarque que Ve >0, [“>Xu (dr=1 Exemples

Si € tend vers 0, la limite des fonctions u,, qui n’est pas une fonction, définit la ‘distribution’ de Dirac
notée § () qui sert a représenter en physique une action qui s’exerce durant un temps tres court( impulsion
).

Lécriture et la représentation symbolique de la distribution de Dirac est donnée ci dessous.

o(1)
/o t#0 *© _
6(t)_{ indeterminé =0 0 avecj;oo5(t)dt_1 ’
|
0

Ona e

1 ¢ 1[eP 1—e P8

f[ug(t)]z—[ e Pldr== ] =
E 0 E _p 0 ]95
—u
or lim =1dou
u—0
Lo =1
Fonctions puissances entieres
Soit
_J 0 sit<0
un(1) = " sit=0 Sommaire
Concepts
c’est a dire u, (1) = t" - A(1)
Alors
+00
Un(p) :f e Pldr=1, Exemples
0 Exercices
Documents
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En intégrant par partie, en posant u = t" et dv = e P’dt nous avons

—1 —ptytoo T e n-1_,-pt
In=— [ P"]y +— t"lePlgy
p pJo

n
SiR(p) >0, lim t"-e P!=0,onaalorslarelation I, = —1I,,_;
t—+o0o p
n-1 n-2 1
X
p p
Or Iy = [y e P'dt = — d’oti finalement
p

N n
c'estadire I,, = — x

|

pn+1

LA (1)) = avec R(p) >0

Cas des puisances non entiéres
Plus généralement on démontre que si @ € R*

X[IO‘%(I)] = M

pa+1

avec

+00
F(a):f t%e Pldt a>0
0

<« 37
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Fonctions exponentielles

Soit

or

d’ousiR((p+a)t) >0 c'est adire si

ona

<<

—at
u(n) ={ g

sit=0
sit<0

+00 +00
U(p) =f e*’”e*‘”dt:f e~ Pl gy
0 0

<« précédent

avec aeC

section A

u(t)

|e—(p+a)t| — |e—Re((p+u)t)|
R(p) > -R(a)
Lle " 7(1)] =

38

p+a

Exemples
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1.2 Propriétés de la Transformation de Laplace

11.2.1 Propriétés . . . . . . .. e e e 40
11.2.2 Transformées de la dérivée et de la primitive d’une fonction u(f) ....... 45

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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11.2.1 Propriétés

Exemples: Exercices :

Exemple B.1.1 Exercice C.2.1
Exemple B.1.2 Exercice C.2.2
Exemple B.1.3 Exercice C.2.3

Exercice C.2.4

Exemple B.1.4 Exercice C.2.5

Exemple B.1.5

Linéarité
Il résulte des propriétés de I'intégrale que la transformation de Laplace est linéaire

L Mur +Aup) = M Z (1) + 122 (uz)

Transformée de u(a?) : Changement d’unité
Soit g(#) = u(at) avec a > 0.
+00
ZL[g)] =f e Plutandt _
0 Sommaire

On pose alors at =x,ona Concepts

-= 1
Zlgm)] = lfe dxu(x)dxz —U(B)
4 a a Exemples
Donc 1 p Exercices
ZLul=Up) < ZLlulat))= EU(E) Documents
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Transformée de u(t — a) Théoréme du retard

Soit la fonction définie par :
g)= u(t-a) si tza
g)= 0 si t<a

LIgW) = [y e Plgtydt= [ e Plu(t—a)dt

En posantx=t-aona Z[g(t)] = 0+°° e PCH+D ) dx

Soit Z[g(1)] = e P4 [ e u(x)dx = e P*U(p)
(e~ P% est le facteur de retard)
Donc:
ZLu)=Up) < ZLlult-al=eP'Up)

Transformée d’'une fonction périodique

u(t)

u, (1) u, (1) u, (1)

\J
~

u périodique pour ¢ > 0 et de période T (u nulle pour £ <0)

<« 41
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Propriétés

Soit{ up(t) = u(r) st tel0,T] Alors uy (1) = ug(t—nT) pour n =1

up(H)= 0 si t¢[0,T]

+00o
Ona u(t) = Y, u,(t) eten appliquant la linéarité et le théoreme du retard, il vient
n=0

+00 +00 +00
Up)=Lu®]=L1Y, un(01= Y. Llun(dl= Y e """ Llug(s)]
0

n=0 n=0

+00
Or Y e Pl = T si |e7P!| < 1 c’est a dire pour Re(p) > 0 (Série géométrique)
n=0 —e
brou ZLuy(1)] Uo(p)
- _ Ll Yolp
Utp) = Llutn) = =2 = 5

1l suffit de connaitre la transformée Uy de la fonction 1y qui coincide avec u(¢) sur [0, T'.

Tranformée d’une fonction définie par morceaux

Considérons la fonction triangle u(f) représentée a la figure 11.2.1. Cette fonction peut étre définie par
morceaux et résulte de la somme de deux fonction élémentaires. On a

u(t) = up (£) + up (£) + uz(t)

ou ;
ui (1) = =A(1)
Sommaire
—2(t—1)
Uy(t) = ——A(t—1) Concepts
T
27
us(t) = JE(t—271)
T
En utilisant les théorémes de linéarité et du retard on a =cmples
Exercices
Documents

Zu®)) = Lu (0] + Lu2(0] + L[us(1)]
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1
etcomme uy () = —2u;(t—71), uz(t) = u(t —27) et L (1] = r_pz onobtient

1-2¢""P+e 2P (1-e7"P)?
p? o Tp?

Ulp) =Zu()] =

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Sommaire
Concepts

Exemples
FIGURE I1.2.1 - Décomposition d'une fonction en morceaux Exercices

Documents
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11.2.2 Transformées de la dérivée et de la primitive d’une fonction u(t)

Soit u(t) une fonction telle que £[u(t)] = U(p) et dont la dérivée ' (t) est continue par morceaux sur

tout fermé [0, ].
Alors
L' (1] =pU(p)—u©)

" e~Ply!(t)dt et en intégrant par parties il vient

En effet £[u' ()] = [

+00
CAAGIE [e‘””u(t)]3°°+pf e Plu(ndt
0

or lim e P'u(f) =0 etdonc [e"P u(1)]{> = -u(0") avec u(0*) = lim u(7)
t—+o00 r—0t

Généralisation

Si u” vérifie a son tour les hypotheéses du théoréme on a

LI ()] = pLu' ()] - u'(07) = plplLu@®)] - u0")] - u'(0)

Soit
Llu" (0] = p*U(p) - pu0*) — u'(0)

et plus généralement :

LW 0] = p"Up) - p"u©") - p" 2 01~ w7V (0

Dériver u(t) correspond a multiplier U(p) par p
On peut alors considérer que la transformation de Laplace remplace le produit symbolique de u par

d d
I'opérateur — par le produit algébrique de U par p . d—L; — pU , propriété largement exploitée dans I'in-

tégration des équations différentiellles.

45
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Théoréme de la valeur initiale
Nous avons Z[u' ()] = [y e P'u/(ndt = pU(p) — u(0") avec (p e R")
Orr>0= lim e Pl=0
p—+0oo

eten admettant que lim Jo e Pt/ (t)dt = 0 (car fonction intégrable)
p—+oo

Alors

li Ulp)=u(") = li 3
p—1>I-Poop (p)=u(0) ti%gu()

Théoréme de la valeur finale
lime ?'=1
p—0
et en admettant que lin}) f0+°° e Plu'()dt = u(+oo) — u(0™)
p—v

Alors

lim pU(p) = u(+o0) = lim u(z)
p—0 t—+o00

Transformée de la primitive d’'une fonction u(?)
Si Z[(u()] =U(p) Alors
_ U

1 t
—— +— lim u(x)dx
p

t
.2[[[ u(x)dx
0 p =0+ Jo

En effet en posant
¢
g =f u(x)dx
0

<« 46
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et ; Transformées

g(0") = lim f u(x)dx de la dérivée et

=0+ Jo de la primitive

(conditions initiales) d’une fonction

et en appliquant a g le théoréme sur la transformée de la dérivée u(t)
ona

ZLlg' 1 =pZLign)-g0h)

Par ailleurs £[g'(¢)] = L[u(t)] = U(p) d’ou L[g(1)] = ? + %g(OJr)

Remarque Si g(0*) = 0 Alors

t
:f[f u(x)dx] = M
0 p

et intégrer u c’est diviser U par p

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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1.3 Transformation de Laplace inverse

11.3.1 Définition, Propriétés . . . . . . . . . . . . e 49
1.3.2  Original de U'(p) etde [PUMdp . ... ..o 52
11.3.3 Produit de convolution et transformation de Laplace. . .. ... ... ... .. 54
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11.3.1 Définition, Propriétés

Exemples:
Exemple B.1.6

Soit U la transformée de Laplace de u.

On appelle transformée de Laplace inverse ou Original de U la fonction u.
On note

u(t) = £ up)

On démontre que si les fonctions u considérées sont

¢ continues par morceaux sur tout fermé [0, #y]

o d’ordre exponentiel a I'infini

Loriginal u d'une fonction U est unique sur tout sous-ensemble ou il est continu.

Linéarité de la transformation de Laplace inverse

La réciproque d’'une application linéaire est linéaire.

Donc LY MU + L Un) = L L7 1) + 1,271 (D)

Ainsi £ (— - ——)=(=* -4 HU (1) Sommaire
P3 p+1 2 Concepts

Original d’'une fraction rationnelle.

N(p) Exemples
Pour obtenir I'original d'une fraction rationnelle U(p) = on utilise la décomposition en éléments Exercices
) ) Documents
simples.
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Par exemple

Définition,
+1 A B Cp+D e
U(p):zp—2:—2+_+ ’Z Propriétés
pe(pc+4) p p p-+4
1 1 1 1
Le calculdonne A=-B=-C=—--D=--dou
4 4 4 4
1 1 1 1 1 1 1
LNUPN=u =L NS +-L D) - 1L H) - L )
4 p 4 p 4 pc+4 4 pc+4
Soit .
w) = Ceetoleosae-l 02 S
T4 4 4 4 2
Original de U(ap) (a > 0).

Soit u(t) I'original de U(p) c’est a dire u(¢) = 7 ([U(p)].
Ona

+00
U(ap):f e Plu(ndt
0

En posant at = x, alors adt =dx etpour t =0,x =0 et pour t = +oco, X = +00
Il vient

+00
Ulap) = lf e"’xu(f)dx
a Jo a
d’otrsi u(t) = £~ 1U(p)] Alors

i 1 ¢ Sommaire
L [U(ap)l = P u(;)

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Originalde U(p + a)
Soit u(t) = £ '[U(p)] .Ona

+00 +o0
U(p+a):/ ef(p“mu(t)dt:f e Plle u(r)dt
0 0

U(p + a) est donc 'image de e % u(r). Soit

Si
u() =7 Up)]
Alors
L7NUp+a)]=e " ut)
Exemples
_1 pta o
(m) =e ’”coswtif(t)
1 w ot
m =e ‘”smwt]ﬁ(r)

<« 51
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11.3.2 Original de U'(p) et de [[*U(p)dp

Exemples:
Exemple B.1.7
Exemple B.1.8

Original de U’ (p)

section A

Soit la fonction u(t) dont la Transformée de Laplace est :

Up)=ZLlu)] = f u(t)e Pldt
0

On peut dériver |'expression précédente par rapport a p, on obtient alors

U'(p) = 4
dp

d’ou

0o 0o —-pt
f u(t)e*'”dt] =f w1,
0 0

dp

U'(p) =f —tu(te Plde
0

et finalement :

2[—1’-14(1?)] = M
dp

En itérant la dérivation par rapport a p on obtient :

52

anu
LD " u(D) _

dp"

=U'(p)

=U"(p)

t

suivant »
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Original de [° U(p)dp
Soit la fonction u(t) dont la Transformée de Laplace est :
(o0}
Up) = 2Lluv) = [ unerde
0
On peut intégrer I'expression précédente par rapport a p, on obtient alors

u(t)e Pldt|dp

d’oli en intervertissant I'ordre d’intégration

fU(p)dp f u(1)

et finalement :

[ﬂ] —f Up)dp

<<« 58

suivant »

Original de
U'(p) et de
[y Updp

00 [e pt]oo
f "”dp]dt—f () —L-dt f MO gt gy
0

Sommaire
Concepts

Exemples
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11.3.3 Produit de convolution et transformation de Laplace.

Exemples:
Exemple B.1.9

Le produit de convolution de deux fonctions f et g nulles sur ] —oo, 0[ est la fonction h = f * g définie par
¢
h(t)=(f*g)(1) :fo O gt-6)do
(¢>0,t—0>0donc 6 € [0, f] par suite

+00  ptoo
H(p)=f [f fO)g(t-0)dble Plat
0 0

Nous admettrons que I'’on peut intervertir I'ordre des intégrations. Alors

+00 +00
H(p)=f f(0)d9f gt—0)ePldt
0 0

Ok +00
f g(t—0)e Pldt=ePG(p)
.. 0 Sommaire
et ainsi oo P Concepts
H(p) = fo F@®e PP G(p)do = G(p) fo f©e"°dg = G(p) x F(p)
Théoreme 11.3.1. La transformée de Laplace d’'un produit de convolution est égale au produit des transfor- Exemples
mées de Laplace de chaque facteur Exerc:)ces
Documents

ZLI(f*8 )] =2Lf(D]x ZL[g(D)]
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Inversement l'original du produit de deux fonctions est le produit de convolution desoriginaux
L7HUF(P] *x Gp)] = (f x©)(0)

Remarques

On montre que
fxg=gx*f
fx@+8)=f*gi+[f*g
Afxg=A(f*g)

<« 55
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1.4 Application de la Transformation de Laplace aux équations
différentielles

11.4.1 Equation différentielle linéaire. . . . . ... ... ... .. .. ... .. .. 57
11.4.2 Résolution d'un systeme différentiel . . . ... ... ... ... .. ... ...... 59

Sommaire
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Exemples
Exercices
Documents
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11.4.1 Equation différentielle linéaire.

Exemples : Documents:
Exemple B.1.10 Document A.2.1

Soit I’équation différentielle linéaire a coefficients constants
any™ () + an-1y" V(0 +-- + agy (1) = f(2)

On avu que
Lyl =Y(p)
L1y (0= pY(p)-y(0)
ZL1y" (0] =p*Y (p) - py0) - y'(0)

et plus généralement
Ly" Wl =p"Y(p)-p "y - p" 2y 0 -~ y" PO
En appliquant la transformation de Laplace a I'équation différentielle de départ nous avons
(@np" + an1p™ '+ + ag) Y(p) + ®(p) = F(p)

équation danslaquelle ®(p) représente un polyndme de degré (n—1) en p contenant les conditions initiales

Sommaire
¥(0),y'(0),--+,y"~. On en déduit Concepts
F(p)—®(p)
Y(p=—2 P
anpp™+---+ay
et par conséquent Exemples
y@) = 7 [Y(p)] Exercices
Documents

Avantages de la méthode
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1. Léquation différentielle est transformée en une équation algébrique.

La solution y(t) est obtenue sans intégration en cherchant |'original de Y(p).

2. On obtient seulement la solution particuliere satisfaisant aux conditions initiales.

58
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11.4.2 Résolution d’un systeme différentiel

Lutilsation de la transformée de Laplace facilite la résolution des systemes différentiels du premier
ordre et permet par la suite un traitement matriciel de la résolutions de ces systemes.
Soit par exemple le systeme différentiel

N _yytay 5 =0
K

Y2

L~y +4 g 0)=1
di yi+4y: ¥2(0)

Soit Z(y1) = Y1 et Z(32) = Y on a alors

le =4Y;+4Y, - (p—4)Y1—4Y2 =0
pYr-1=Y, +4Y “Yi+(p-9Yp=1

D’olu |
Yi(p)= —— - ——
1(p) R
1
Y, =—(—+——
2(p) > ( 6t P 2)
Et en calculant les originaux on obtient finalement
) = &bt — g2t Sommaire
ni(d) el ¢ Concepts
y2(t) = E(e‘” +e?)
Exemples
Exercices
Documents
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Chapitre Il

Transformation de Fourier

1.1 Intégrale de Fourier . . . . . . . . e 38
1.2 Propriétés de la Transformée de Fourier . . .. ... ... ... ... .......... 42
Sommaire
Concepts
Exemples
Exercices
Documents: Documents

Document A.3.1
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111.1.1 Définition
Remarque préliminaire

1
Si une fonction u(#) est périodique et de période T = ? on avuque

+00 .
u(t) = Z Cn e]2nnft

n=—o0
avec

.
1 2 5
o u(t)e 2t gy

7 )2

27
avec w =21 f = — estla pulsation et f estla fréquence.

Nous allons définir une transformation analogue a u — ¢, quand u n’est plus périodique c’est a dire en
quelque sorte quand T tend vers +oo.

Définition
Soit u: t € R— u(t) € R une fonction définie sur R et vérifiant les conditions suivantes :

1. u(t) est continue et dérivable une fois sur tout intervalle fermé [—a, a] sauf éventuellement en un
nombre fini de points de discontinuité de premiere espece. C’est a dire qu’en ces points de disconti-
nuité, qu’il existe une limite a gauche et une limite a droite pour u(#).

2. u(f) est absolument intégrable sur R; c’est a dire que [* [u(f)| d ¢ est finie.

On appelle transformée de Fourier de « la fonction U = & [u(t)] de R dans C définie par

62
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+00

g[u(t)]zU(f)zf u(re 127t gy

(0.0}

Lapplication & : u(t) — U(f) est appelée la Transformation de Fourier (TF en abrégé).
On remarque que U = & (u) est bornée.
En effet

+00 . +00
|U(f)|=‘f u(r)e 2"ty sf lu(n)| dt

o0

car |e /2"t =1
De plus on démontre que U est continue sur R et flim |U (f )| =0
—+00

La courbe d’équation y = |U(f)| est appelée le spectrede u. Vu le spectre de u posséde I'axe Ox comme
asymptote.

Lien entre Laplace et Fourier

On remarque que la transformée de Fourier est un cas particulier de la transformée de Laplace . 11 suffit
de poser p = j2nf = jw. La différence essentielle entre ces deux transformées est que les intégrales sont
prises de —oo a +oo pour la transformée de Fourier alors qu’elles sont prises de 0 a +oo pour la transformée
de Laplace qui nécessite donc de définir une condition initiale de la fonction u(¢). Il en résulte donc que
la transformé de Laplace sera plus utile dans le calcul des régimes transitoires alors que la transformée de
Fourier est plus adaptée au calcul des régimes permanents dans le domaine fréquentiel.

Fonctions paires et impaires

Dans le cas oi1 la fonction u(f) posséde une propriété de parité ou d'imparité le calcul de I'intégrale de
Fourier peut se mettre sous la forme d'une intégrale réelle. Dans le cas général la transformée de Fourier
s'écrit .

9[u(t)]=U(f)=f u(t) (cos2nft+ jsin2nft) de

—00
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Dans cette expression on note que les fonctions cosinus et sinus sont respectivement paire et impaire

Fonction paire On a: u(f) = u(—1t) et la transformée de Fourier s’écrit :

+00

g[u(t)]ZU(f)ZZf u(t)cos2nfrdt

Fonction impaire Ona: u(t) = —u(—t) dolut:

+00
Flu®) =U(f) = —ij w(p)sin2n frdr

<« 64
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111.1.2 Exemples de Transformées

Exercices :
Exercice C.3.4

Certaines des fonctions élémentaires utilisées en traitement du signal admettent une Transformée de
Fourier qui se calcule a partir de la définition de la Transformée. Pour les autres le calcul des transformées
nécessite |'utilisation des propriétés qui seront vues ultérieurement

Fonction porte

1(t)
1
1 05
t Sommaire
" " Concepts
2 2
Exemples
Exercices
Documents
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Compte tenu que I1(#) =0 pour [£| > 1/2, on a

1/2
. 1 . ;
U= [ e i iqr = e~ Imf il | =
(f) jenf

-1/2

Fonction impulsion de Dirac
IL(t)
1
—
e—0

sinx f

nf

5(t)

€
2 2

En appliquant le résultat précédent a la fonction I (#) on obtient

€l2 .
9«7[H€(t)1=l f o gy L
€ / 7[€f
—€/2

La fonction I, (¢) tend vers 'impulsion de Dirac § (t) lorsque € — 0 d’ol1

sinmef i

nef

lim Z[I1.()] = lim
e—0 e—0

et finalement
Fom=1

<<« 66

Exemples de
Transformées

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A

Fonction exponentielle unilatérale Exemples de
10 Transformées

0.8
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.0
=il 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

On a dans ce cas

_ —G2nfNt gy
ulf) feXp 1+j2nf
0

On note que la fonction U(f) est une fonction complexe de la variable réelle f ou w = 2n f. Les parties
réelle et imaginaire sont données par

RIU () = ;o SlUW)=-

w
1+ w? 1+ w?
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Fonction exponentielle bilatérale

05

—(tl+j2nft)

e
Dans ce cas l'intégrale de Fourier s'écrit U(f) = [

oo dt et doit étre décomposée en deux inté-

grales suivantque t <0 = e !l =el out>0=>e ' =¢7!.Ona

0 oo
T Y L P
2 2 2(1—j2nf) 2(1+j271f)
—00 0
d’ou
uf) = !
C 1+4n2f?

qui est une fonction purement réelle car u(¢) est paire.
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111.2 Propriétés de la Transformée de Fourier

11.2.1
11.2.2
11.2.3
11.2.4
111.2.5
111.2.6
1.2.7
111.2.8

Transformée de Fourierinverse . . . . . .. . ... ... .. . ... . . ... ... 70
Linéarité de la Transformée de Fourier . . . .. ... ... ... ... ...... 72
Transformée de u(ar) . . .. . .. i i e 73
Transformée de u(t—1p) . . . . . o o i i i e 74
Transformée de u/() . . . . . . . . e 77
Transformée du produit de convolution . . . .. ... ... ............ 79
Formule de Parseval . ... ... .. . .. . . ... ... 80
Transformée de Fourier d'un signal échantillonné . . . ... ... ........ 81
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111.2.1 Transformée de Fourier inverse

Exercices :
Exercice C.3.6

Définition

On admettra que la transformation de Fourier admet une transformation inverse & ! telle que en un
point ou u(¢) est continueon a:

+00 X
u(t) = F U] =f e taf

si u(t) est discontinue en t alors :

+00 .
FHun =f U(fe/Itdf = % (u(t—0) + u(t+0))

SiUest paire u(f)=2 [, U(f)-cos@nfr)dt

N Sommaire
Si U estimpaire u(t)=2j [, U(f)-sin@rft)dt Concepts
sint
Exemple : calcul de Iintégrale [*2° —dt
t Exemples
sinz f sinz f n() si |t#L Exercices
On avuque F[n(f)] = ——= donc F ! | ——= ={ 1 . 7 Lieclisis
nf nf a3 stoll=3

70



c'est a dire
+00 .
f smnf-ejz”f”dfz
nf
—00
+oo SINTTf
et par exemple pour t=0 f~ 7df =1
etenposantzf=tona
+00 .
sin t
[
t
—0o0

Remarque

Lexpression de la TF et de la TF inverse, valable en tout point ou u est continue, démontre une symétrie

parfaite dans les formules.

+00

section A
1 <3
1 =1
3 ltl=3
0 |f>1

suivant »

+00
U(f)=fu(r)-e—1'2”ftdt @u(t)sz(f)eﬂﬂftdf

—00

uenU
On passe donc de & a %! en échangeant{ ¢ en f

jen —j
Il s’en suit que toute propriété de & est donc vraie pour & ! en tenant compte de cette transposition.
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111.2.2 Linéarité de la Transformée de Fourier

La Transformation de Fourier de méme que son inverse sont des opérations linéaires.
SiFu () =U1(f), F(u)=UsetA;, lxeRona

FA-ur () + A2 up ()] = f A1 w1 () + Az up () e 72" 1y

et, d’apres les propriétés de linéarité de I'intégration,

’ FA-ur () + A2 up ()] = M1 F (w1 (D] + 12F [u(1)] ‘

De méme pour la transformée inverse

(7 () + Ao (D] = M F U ()] + 125 102

Cette propriété de linéarité est fondamentale et est largement utilisée dans le calcul des transformées
de Fourier.
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111.2.3 Transformée de u(at)
Définition

Soit g(t) = u(at) avec a € Ralors Z[g()] = [*X u(at)e 2" tdt
En posant at = x et en remarquant que les bornes sont inchangées si a > 0 et inversées si @ < 0 on
obtient

TED +00
i Xd 1 o f
F[g(1)] = signe(a) x f u(x)e’JZ”f'zfszu(x)e*ﬂﬂaxdx
i J

Si & (u) = U Alors

Flulan) = — U(]—C)

lal a
Exemple
1 d < 1 <t =<
s |S3 7 Thstsh sinyw
Soit u(r) =T1(5%) = 2] 2 onaa=t>0et FM@ = 2 gon
2ty t 1 2ty n.f
0 [—|>=
2ty 2
t sinanto Sommaire
Fn(—)] =2t———— Concepts
21 mf2t
Exemples
Exercices
Documents
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111.2.4 Transformée de u(t— tp)

Exercices :
Exercice C.3.1

théoreme

Soit g(t) = u(t — to) Alors F[g(t)] = [*2 u(t - tg)e 12"/t dt
En posant x = t— fy , dx = dt etles bornes sont inchangées d’out

+00

. . +00 X
Fg)] = f u(x)e J2r 40 gy = e‘fz”f"’f u(x)e 2 x gy
—00

Finalement

’ Flu(t-to)] = e 170 F (1)) ‘

de méme en tenant compte des symétries de la TF et de la TF inverse

FUUf - fo)l = /7N g U ()]
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Transformée d’'une "porte" décalée

Transformée de

I t—1 u(t— to)
7 ( 2a >
1 -t 1
t—1 0 —=-< S—=>ph—-ast<ippta
2a = 2 2a 2
2a 1 t<fy—a et t>f+a
to ¢
ty—a 1 to+a
N 1 2 2 A o q R .
Dans le cas ot a = 5 la transformée de la porte décalée s'obtient trés simplement en remarquant que
i i sinm
FI(¢ 1) = e~ 270 Z{11(1)] = =122 0 ST
nf
Le casou a # b est laissé a titre d’exercice.
Transformée des fonctions sinusoidales
D’aprésle théoréme sur la translation de fréquence, translater la fonction U(f) de fy revient a multiplier
la fonction u(#) par la quantité e/2"/0?, Par ailleurs la symétrie des formules de TF et TF inverse fait que
F(N =1
d Sommaire
ona donc 1 9 Concepts
FUS(f - fo)l =1 ef2mho!
FUS(f+ f)l =1 e J2mh!
En utilisant la propriété de linéarité de la TF et de la TF inverse on a Exemples
2 fot —jonfor Exercices
6(f_f0)+5(f+f0) _ gl F0aeglet Documents

g1 [ =cos2n fot)

2 2
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ou de facon équivalente Transformée de
o(f—fo)+6(f + fo) u(t—ty)
2

F [cos@nfot)] =

De méme on démontre facilement que

F [sin@nfor)] = 6(f_f0)2_j5(f+fo)
8(f+fo) 4 O(f = fo)
].'
LT 7
7‘1—'0 ‘TO —f ‘ fU

Qﬂ'f(JTO =1l

Le spectre est donc constitué par deux raies aux fréquences — fj et fj
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111.2.5 Transformée de /(1)

Exercices:

Exercice C.3.2
Exercice C.3.4
Exercice C.3.5

On suppose que u(¢) et u'(¢) admettent des transformées de Fourier, on a

+00
Fl )] = f (e 2t gy

On pose 1/ (t)dt = du et v(t) = e" %"/ et on integre par parties

Fl ()] = [u(t)eﬂ”ff

+00
+00 q
+j2nff u(t)e It dt
—0o0
—00

Or lim |u(®e 2"/ = lim |u(s)|=0puisque u est intégrable sur R.
|t|—=+o0 [t]—+o0
D’olu

Fu' ()] = j2nf f u(t)e 12 gy

Si ZF[u(t)] = U(f) alors

Flu' (1)) = (j2n U |

et de méme

7
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Si Z L U(f)] = u(t) alors

Plus généralement

ce que I'on écrit aussi

<« précédent section A

FHU () = (—j2nt)ult)

FW™ () = (j2r H"U(f)
FHUUM (D] = (—j2rnn)" " u(t

I m
Ft u(t)]=(g) U (f)

suivant »
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111.2.6 Transformée du produit de convolution

Le produit de convolution des fonctions u(#) et v(¢) est défini par

[e )

u(t)*v(t):fu(@)-v(t—@)d@

—0o0

SiFu@®)] =U(f) et F[v(1)] = V(f) alors

Fuxv)=U() V()

et
FYWUxV)=ul®) v

La transformée de Fourier d'un produit de convolution est égale au produit des transformées.
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111.2.7 Formule de Parseval

On a défini au chapitre 1 un produit scalaire sur les fonctions par

+00
<flg>= ff(t)-ﬁdt

Si Z(u) = U et & (v) = V on démontre sous réserve de convergence que

+00 +oo
fummdt: f Ul -Vhdf

On dit que la transformation de Fourier conserve le produit scalaire.
En particulier si v = u on obtient la formule de Parseval :

+00 +o0
f|u(r)|2dt=[|U(f)|2df

Ily a conservation de I'énergie dans la transformation de Fourier.
Cette formule est a rapprocher de la formule de Bessel - Parseval qui exprime la puissance moyenne
pour les séries de Fourier

Sommaire
I Concepts
1 ‘ 2 P 2
—flu(t)l dr= ) lcpl
r) e
= Exemples
Exercices
Documents
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111.2.8 Transformée de Fourier d’un signal échantillonné

Documents :
FFT

Définition

On consideére une fonction u(¢) admettant une transformée de Fourier U(f). Si on multiplie cette fonc-
tion par la fonction d’échantillonnage 6. () constituée d'une série d'impulsions périodiques de période T,
on obtient la fonction u,(t) qui est dite échantillonnée.

6-(t)

1
p

Sommaire
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La fonction 6 (¢) peut se décomposer en série de Fourier Transformée de
Fourier d’un
5.(8) = Z cpel2mnfet signal
ns_i;loy.}nfer échantillonné
nole AN fet

la transformée de Fourier de la fonction échantillonnée s’écrit alors

& n=oo . 3
Flue()] =Fu(r)-6:(0] = f( > cnefz””fef) u(pe ?mrtgy

n=—00

et, puisque I'opération d’intégration est linéaire, on peut inverser les signes [ et Y.

[e )

Flue(1)] = Z Cn fu(t)e‘fzn(f—"fe”dt

n=—00
— OO

Le terme intégral n’est autre que la transformée de Fourier U(f) translatée de n f, n € Z. De plus sila largeur
des impulsions d’échantillonnage tend vers 0 (peigne de Dirac) on a lirré cn="re
T—

n=00
Flue®)= ), fe-U(f—nfe)

n=—0o0
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Théoréme de Shannon-Nyquist

sin 7t
e - f[(f) = [ue(t)]
AN o ‘
o0e 0 | N _ee : i i :
Tk ke £ 7
—fe !

—1 1 _f(i fe f

. sinmt
Le spectre de la fonction

échantillonné a la fréquence f, est représenté a la figure précédente pour

T L
3 valeurs de f,. Soit fi4x la fréquence maximum du spectre du signal de départ u(t). On constate que
ce signal original peut étre récupéré par un filtre idéal s’il n'y a pas de recouvrement de spectre. Cette
condition est satisfaite si f — finax > fmax Ou de fagon équivalente si

fe > zfmax

Cette condition est connue sous le nom de Shannon et la fréquence 2 f;,,, est dite fréquence de Nyquist.
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A.1 Documents du chapitre |

All Fonction exponentielle unilatérale
A.l2 Représentation des signaux en télécommunications
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Document A.1.1 Fonction exponentielle unilatérale

(pe,to(t) =

simulation

FIGURE A.1.1 - Fonction Exponentielle Unilatérale: =05 6=1 Sommaire
Concepts

Exemples

Retour au grain Exercices
Documents
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Document A.1.2 Représentation des signaux en télécommunications

En télécommunications on utilise des modulations dites vectorielles. C’est a dire qu'un signal modulé
s’écrit s(£) = I(£)+ jQ(#). Dans le cas d'une modulation a 4 états de phase les signaux I(#) et Q(#) ont’allure
représentée ci-dessous et le signal s(f) parcourt une constellation.

022 7 1)

I(1)

000 o)
0.22
o g
0.66 ] T
088 7 -1.20 -0.96 -072 048 -0.24 0.00 024 048 072 0.96 1.20
o 10 1 12 14 15 16 17 18 19 0
Retour au grain Sommaire
Concepts
Exemples
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Documents
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A.2 Documents du chapitre |l

A21
A2.2

Transformée de Laplace et Physique
Tables des Transformées de Laplace

chapitre A

section suivante »
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Document A.2.1 Transformée de Laplace et Physique

Cours:
Produit de convolution et transformation
de Laplace.

De nombreux systemes physiques ( électriques, mécaniques...) associent a une grandeur d’entrée fonc-
tion du temps e(?) une grandeur de sortie s(¢). s(f) est souvent appelée réponse du systeme a l'excitation
e(r).

e(1) Systéme s(t)
Physique [——
Linéaire

FIGUREA.2.2 —

Lorsque s(?) estliée a e(t) par une équation différentielle linéaire a coefficients constants dont la forme
la plus générale peut s’écrire :

Sommaire
b da"s(t) b d" s b 3 d™e(t) - Concepts
n=gm +0On-1 a1 +-+++ bos(1) —amW"‘"""aOe(t) m=n
le systeme est alors dit linéaire d’ordre n.
Exemples
Exercices
Documents
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Fonction de transfert.

Appliquons la transformation de Laplace a I’équation différentielle précédente. Supposons pour sim-
plifier, que le systeme part du repos c’est a dire que les fonctions e(?) et s(#) ainsi que leurs dérivées sont
nulles al'instant ¢ = 0. On a alors

Bnp" +bp1p" 4 4 DO)S(P) = (A p™ + - + ag) E(p)
D’olt

amp™+---+agp

S(py=-"— T2
P =t ho

E(p)

Par définition
_S(p) _amp™+---+ag

H(p) = =
) E(p)  bpp"+---+bo

est appelée la fonction de transfert du systeme.

La fonction de transfert apparait donc comme un opérateur multiplicatif qui caractérise le systéme
dans le domaine de Laplace.

Conformément a la relation entre Transformée de Laplace et la convolution on a :

S(p)=H(p)-E(p) < s(t)=h(1)*e(r)
Elle permet d’obtenir la réponse a une fonction d’entrée donnée.
Réponse impulsionnelle
Supposons que nous appliquions une impulsion de Dirac a 'entrée du systeme linéaire on a :

E(p=Z16n]=1

<<« 90
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On en tire

et la réponse temporelle du systéme est |'original de sa fonction de transfert

S(p)=H(p)

section A

s(t) = h(t) = L7 [H(p)]

appelée réponse impulsionnelle du systéme

<<

91

suivant »

Document
A.2.1
Transformée de
Laplace et
Physique
Sommaire
Concepts
Exemples
Exercices
Documents



section A suivant »

Retour au grain
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<« précédent section A

Document A.2.2 Tables des Transformées de Laplace

<<

u(t); u(t)=0ve<0

L) =U(p) =[5 ut)e Pldt

PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

Translation u(t—a) e PU(p)
Modulation e "u(r) Ulp+a)
1
Changement d’échelle u(at) U (E)
a_\a
. du(r) +
Dérivation / t a7 pU(p) —u(0™)
a’u(t
Dérivation d’ordre n /t dl:’g ) p"U(p) - p"u@") - — u" D (0)
U
Intégration / ¢ fot u(x)dx U s [li%l fot u(x)dx
P —04
au
Dérivation /p —tu(t) ﬂ
dp
aru
Dérivation d’ordre n / p (=D t"u(r) (2
dp"
t
Intégration / p Q [y Uxdx
TRANSFORMEES DES FONCTIONS ELEMENTAIRES
1
Echelon unité H(t) Z
Impulsion de Dirac 6(1) 1
Q4
= n!
Polynome t" (1)

Document
A.2.2
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A.3 Documents du chapitre 11l

A3.1 Tables des Transformées de Fourier
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section A

Document A.3.1 Tables des Transformées de Fourier

oo .
u(t) Flut)l =U() = [ utye?"/dr
_Oooo |
FHUWPI=Um= [ Ufe*df
—00
PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER
Translation u(t—to) e 12Znfloy(f)
Modulation e 2oty (r) Uif+fo)
o 1 (f
Changement d’échelle u(at) Tl U p
du(t
Dérivation / ¢ Z([ J j2rf-U(f)
du(t
Dérivation d’ordre n /t st‘fl ) (jer )"U(S)
i dU
Dérivation / f tu(r) ﬁ d—](f)
N AU S )
Dérivation d’ordre n / f t"u(r) (é) p szf) Coon,::;:tr:

Exemples
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section A

Impulsion temporelle TT(1) |

Impulsion en sinc(f)

11(¢)
1 EX
]:71
-
—_—
]:
= 3 NS 4\/ 1 N
1 <12 | sinwf
Impulsion en sinc(#) \ impulsion fréquentielle II(f)
1. I(f)
1
]:—l
-
_—
f
/\ f

sin 7wt

it

A

o]

_ U fls12
H(f){o |f] >1/2

2

Impulsion triangulaire A(7) |

Impulsion en sinc?(f)

1 Alt)

1.0

98
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Exemples du chapitre Il

100

suivant »

Annexe B
Exemples
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chapitre A

B.1 Exemples du chapitre Il

B.1.1
B.1.2
B.1.3
B.1.4
B.1.5
B.1.6
B.1.7
B.1.8
B.1.9
B.1.10

Transformées de fonctions trigonométriques. . . . . ... ... ... .. .... 102
Exemples . . . . .o e 103
Transformation d’une série entiére . . . . .. .. .. ... .. 104
Fonction rectangulaire . . . . . . ... L e 105
Transformée de u(t) =|sint| . . ... ... .. . . 106
Exemples d'originaux de fonctions simples . . . . ... ... .. ... ... 107
Utilisation de l'original d'une dérivée . . . . ... ... ... .. ... .. .... 108
Utilisation de I'original d'une primitive . . . ... .. .. ... ... ...... 109
Calcul de I'original d'une fonction par convolution . .. ............. 110
Résolution d'une équation différentielle linéaire du second ordre . . . . .. .. 111
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section A suivant »

Exemple B.1.1 Transformées de fonctions trigonométriques.

Nous avons calculé L[e”* #(t)] =

a siR(p) > —R(a)

Posons a = jw; R(a) = 0 donc pour R(p) >0 on aura :

. 1 _
$[e_]wt-ff(t)] = : 2%
ptjo pctow
I p+jo

Lletivt. 71

p-jo  p*+w?
D’apres la linéarité de I'intégrale

LI (9 4 e 700 = Llcoswr- (D) = —L—
2 pc+w

et de méme

LI (eI — eI 70(1)] = Llsinwt - A1) = o
2] petw

Retour au grain
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Exemple B.1.2 Exemples

o f()=312-2t+1 = ZLIf(H)]=

1+ cos2t

of(t):coszt:— > ¥

2

f(t) =coshwt = F(p) = m

w
f(t):SiI‘lh(Ut = F(p)Zm

1
f@Ol=F(p) =<

<« précédent section A suivant »

Fy =3l L% 6 2 1
p* p* p p ptp

B
2| p p*+4
p

Retour au grain
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Exemple B.1.3 Transformation d'une série entiére

Dans le cas ol la fonction est définie par une série entiére convergente
+00o
Sif(t)= Y ant"
0
Alors

F(p)=%

+00
Y ant"
0

sous réserve de convergence de la série.

+00 +00 n!
= Z ap, £ (t") = Z an—1
0 o P

suivant »

On peut faire la méme remarque pour une série de Fourier puisqu’on sait transformer les cosinus et

sinus.

Retour au grain
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Exemple B.1.4 Fonction rectangulaire

Soit la fonction périodique de période T définie de la facon suivante :

Ju(t)
, (1) u (1) (1)
u()= A si tel0,7] _
{uo(t)z 0 si t>71 e ) = )
~
T 2T
Ona: uy(t) = A[A(t) — A (t —1)]
etUp(p) = g(l —e Pyd ol
up =21
p_pl—e‘PT

Retour au grain
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Exemple B.1.5 Transformée de u(t) = |sin |

Soit la fonction correspondant a une onde redressée double alternance :
_u(r)

06

up(t) = sint si te€]o,n]
up()= 0 si t>m

On a de la méme facon u(¢) = sin tA(¢) + sin(t — n) A (t — )

D Un(p) 1 N e Pt 14eP7
onc = =
olp 1+p% 1+p? 1+ p?

D’olu
Uo(p) 1 14+eP"
U(p) = — = D) _
1-ePT 1+pcl—eP"
Sommaire
Concepts
Retour au grain
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Exemple B.1.6 Exemples d'originaux de fonctions simples

2'1(%) = tA#(1)

2‘1(#) = cos2t.76(1)

Cap
¢ - wU-a)
p

L7

Retour au grain
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Exemple B.1.7 Utilisation de I'original d'une dérivée

1.
1 1
_1[ ]—e_stﬁf_l[ 1= -3t
p+3 (p+3)?
2. & =[A v 2 _ 4 - Arctan .
. u2+1_[ rctanul, =5~ rctanp = Arctan —

1 sint
dott £~ Arctan —] = - pour (¢ > 0) c’est a dire
p

TED sin 1
f e Pl — dt—Arctan—
0 r p

T sin ¢
f st
0 t 2

Retour au grain
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Exemple B.1.8 Utilisation de I'original d'une primitive

sin ¢
On veut calculer la Transformée de Laplace de - Ona

section A

suivant »

sin ¢ ®© d
z[—]z[ P
£ p po+l
or
to du too T 1
f ——— =[Arctanu],™ = - — Arctanp = Arctan —
p u+1 2 p

En particulier si p tend vers 0 on a
*tosint 7

—dt=—

0 t 2

Retour au grain
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Exemple B.1.9 Calcul de I'original d'une fonction par convolution

Soit a calculer I'original de

1 1 1
o =
pr(p+1) p* p+l
Nous avons !
_1 _
< ((F) =t
et
_1 ( 1 )) _ ot
p+1
d’ott

1 t t
(7 (2—)) =f xe U ¥dx= e_tf xe*dx
pe(p+1) 0 0

Pour [ xe*dx, intégrons par parties. En posant u = x et dv = e*dx on a
0 g par p p

t t
f xe*dx = [xex]é—f e‘dx=te' —e' +1
0 0

-1 1 —(f_ t
& (—pz(p+l))—(t 1+e")7(1)

( On aurait aussi pu décomposer la fraction rationnelle en éléments simples ).

Retour au grain
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Exemple B.1.10 Résolution d'une équation différentielle linéaire du second ordre

Soit I’équation différentielle :

{ y'=2y +y=re!
y©0)=1;y0)=0

ol y=y(1)
LY -2y +)) =LY 22N+ LY =P*Y -p) -2(pY -1)+Y

et

L(te) = — 5
(r-D

il vient donc

Y(p)(p?-2p+1)—p+2=

(p—1)2
Y(P) = [—— + (-1 1] ! 1,1
PR p-D2 (p-D' (p-12 p-1
Soit
3
y(t) = e'[— -t +11.7(2)
6 Sommaire
Concepts
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Exercices du chapitre | . . . . . . . . e 68
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C.1 Exercices du chapitre |

C1l1 Etudes de quelques fonctions complexes . . .. ... ... ... ... . ..... 114

C1.2 Calcul d'une série complexe . . . . . . . . . .. e 115

C.1.3  Signaux sinusoidauxX . . . . vttt e e e e e e 116
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Exercice C.1.1 Etudes de quelques fonctions complexes

Cours:
Fonctions complexes

Déterminer les parties réelles X (w) et imaginaires Y (w) des fonctions complexes suivantes.Etudier
leurs variations pour w € R. Tracer les représentations des parties réelles et imaginaires et de la fonction

dans le plan complexe.

f1
Zw)=—
(@) 1+2jw
f2
1+jw
Zw)= ———F—
1+2jw
f3 .
e—]w/4
Z(w) = -
1+jw
f4
1
Zw) = —————
(1+]w)(1—m+2]w)

Retour au grain
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Exercice C.1.2 Calcul d'une série complexe

Cours:
Fonctions complexes

Calculer les sommes
S1=cosa+cos(a+9d)+---+cos[a+ (m—1)0]

Sy =sina +sin(a +0) +--- +sin[a + (m — 1)d]
On calculera d’abord la somme S = S; + jS» et on exprimera les sommes S; et Sy sous la forme :
sin (”‘T‘S) sin (%5)

— et Sy =sin —_—
sin(é) sin(g)
2 2

a+(m-1)—

S1 =cos
! 2

a+(m—1)§

Retour au grain
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Exercice C.1.3 Signaux sinusoidaux

Cours:
Séries de Fourier

1 Donner I'expression d'un signal sinusoidal quelconque en mettant en évidence sa période T , puis sa
fréquence f

2 Représenter le diagramme de Fresnel de ce signal

3 Donner 'amplitude A, la phase instantanée , la phase a |’origine, la pulsation, la fréquence et la période
des signaux donnés dans le tableau suivant

Amplitude | Phase | Phase at=0 | Pulsation | Fréquence | Période

u;(t) =3cosb6t

uy () = V2cos(t+1)

V3
us(t) = o cos(2mt+ %)
Sommaire
Concepts

Uy (t) =sin(ant + bm)
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Exercice C.1.4 Fonction Porte

Cours:
Fonctions de test

On considere la fonction P; () définie par

]
]

! te[-%
P (t)=<KT1 Be
0

AT STE

t¢ _%r

a) Représenter la fonction P;(¢) dans les deux cas suivants: 7=1et7=0.5
b) On prend 7 = 1. Représenter la fonction P; (¢ — fy) dans les deuxcas suivants : tp = 0.5 et #p =2
c) Quel est le support de P; (). Quelle est sa limite lorsque T — 0?

d) Calculer A= [ P.(1)dt. Calculer lalimite de Alorsque A— 0

Retour au grain
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Exercice C.1.5 Fonction Triangle

Cours:
Fonctions de test

On considére la fonction T7;(¢) définie par

4([ t)+2 t e [1 z tol
Tz 0 270

4 T
Tr: () = - t-t)+= telt, o+l
T T 2

0 1€ [fo— -, fo+ -]

2’ 2

a) Représenter la fonction T7;(¢) dans les deux cas suivants: fp=0;7=1etfp=2;7=0.5
b) Quel est le support de Tr;(f). Quelle est sa limite lorsque 7 — 0?
d) Calculer A= ffgo Tr:(t)dt. Calculer la limite de Alorsque T — 0

Retour au grain
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Exercice C.1.6 Fonction Gaussienne

Cours:
Fonctions de test

On considere la fonction G (t) définie par

_ 2
.e 202

Ga(t) =
oV2n

a) Représenter la fonction G, (¢) dans les deux cas suivants:c =1eto =2

b) Sachant que

aaneify-e

montrer que
(e 9)
A =/ Go()dt=1
—00

¢) Que devient la fonction G4 (t) lorsque o — 0?

. Sommaire
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Exercice C.1.7 Fonction orthogonales

Cours:
Convolution graphique

On considére les fonctions @, , @, , @3 représentées a la figure C.1.1.

07 (t) 0 (1) 03 (1)
A A A

1 1 1
t 172 1 —12 12 i
-1/2 12 -1/2
.y _]
FIGURE C.1.1 — Représentation des fonctions de base Sommaire
Concepts
a) Montrer que ces fonctions forment une base orthonormale sur I'intervalle [— - =]
22 Exemples
b) Déterminer les coefficients C; C, C3 de la décomposition du signal x(t) = cos2xt dans la base précé- Di)ierr:;is
u

dente.

120



<« précédent section A suivant »

c¢) Déterminer |'erreur quadratique intégrale entre le signal x(#) et son approximation définie par
x(8) = G101 (1) + CoD2(1) + C3P3(1)

Lerreur quadratique est définie par

1/2
eN:f Ix(8) — 2(O>dt
1/2

Retour au grain
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Exercice C.1.8 Séries de Fourier complexes

Déterminer les coefficients du développement en série de Fourier complexe des fonctions suivantes.

On procedera par identification en utilisant les identités suivantes

cosf = —ej9 el sinf = —ejﬂ _ ,eije
2 2]
a) u(t)=Acoswyt
b) u(t) = Asinwgt
c) u(t) = Acos(wot+ @)
d) u(r) = Asin(wot + @)

Retour au grain
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Exercice C.1.9 Développement d'un fonction rectangulaire en Série de Fourier

Soit la fonction u(#) périodique de période T définie par

T
o=t feok
-1 elf, 7l

a) Développer u(t) en série de Fourier réelle
b) En déduire les coefficients de la série de Fourier complexe

c) Effectuer le méme travail avec u(t+ %) et u(t— %)

Retour au grain
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Exercice C.1.10 Utilisation des séries de Fourier pour le calcul de sommes de série
On considére la fonction numérique, périodique de période T = 2x définie par :
sin(x+%) -m<x=<0
X
1. Représenter graphiquement f(x) sur 'intervalle [-27;27] dans un repere orthonormé.

2. Vérifier que f(x) est paire. En déduire la valeur des coefficients de Fourier by, des termes en sinus.

3. Déterminer w et les coefficients ag et a; de la série de Fourier représentant f(x). Montrer que pour

2v2
=lonaay,=————e€ta = 0. Ecrire la série de Fourier de f(x) .
p 2p @ —n 2p+1 fx)
4. En utilisant la convergence de la série de Fourier pour x = 0, montrer que :
i 11
Siap?-1" 2

Retour au grain
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C.2 Exercices du chapitre Il
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C22 Fonctions retardées . . . . . . . .. L 127

c23 Transformée de Laplace d'unerampe . . .. ... ... ... ... ........ 128

C24 Fonctions triangle . . . . . . . . . ... L. 129

C.25 Fonctions Carrée périodique . . . . . . . . . . 0 i 130
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c.27 Equations différentielles . . . . . . . .. ... 132
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Exercice C.2.1 Calcul de Transformées directes

Déterminer les Transformée de Laplace des fonctions u(¢) suivantes :

suivant »

u() = (2-1)°- H()

u(t) = (sin(2t) —3-cos(2¢)) - H(t)

u(t) =sin®t- H(®)

u(t) =sin(wt) - cos(Q2t) - H(t)

u(t) = e ‘cos(3t)- H(t)

u®)=e2.(3+1)-H(®)

u(®) =t"-e % . H(t)

u(t) = e *"-sin(wt)- H(?)

u(t) = e *'-cos(wt) - H(t)

u(t) =t-cos(wt) - H(t)

u(t) =t"-cos(wt)- H(t)

u(t) =t"-sin(wt) - H(t)

Retour au grain
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Exercice C.2.2 Fonctions retardées
On considere les fonctions suivantes
7>0 7>0 7<0
a(t—-1) t=71 a(t—1) t=0 a(t—1) t=0
uy () = ux(t) = usz(t) =
' {0 t<t | 2o t<0 [ 0 o £<0

1. Représenter graphiquement les fonctions u; (1), uz () et uz(¢)

2. Calculer leur Transformée de Laplace

Retour au grain

127

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A suivant »

Exercice C.2.3 Transformée de Laplace d'une rampe
On considére la fonction définie par :

1 0<t<a
2 a<t<la

ut)=13 24<r<3a

1. Représenter graphiquement la fonction u(#)
2. Mettre cette fonction sous la forme d’une série d’échelons retardés

3. En déduire sa transformée de Laplace

Retour au grain
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Exercice C.2.4 Fonctions triangle

On considére les fonctions suivantes nulles pour ¢t <0 et ¢ > 21

t
0<t=<Tt 7

IA

t
um)=+47 up (1) =
0 t>71

1. Représenter graphiquement les fonctions u (t) et uy(f)

2. En déduire leur Transformée de Laplace

Retour au grain

129

section A

t
T
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——+2 T<t<27
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Exercice C.2.5 Fonctions Carrée périodique

A tela,b]
0 t¢la,b]
Représenter graphiquement cette fonction et calculer sa Transformée de Laplace

1. On considere la fonctions u; (¢) suivante u; () = {

2. Soit maintenant les deux fonctions périodiques de période T.

A

(=)

T
<t<—
usz(t) = 2
<t<T 0

uz(t+T) = uz(t)

up(t) =
<tT

N |~
N~

—

U (t+T)=uy(t
(a) Représenter graphiquement ces deux fonctions

(b) Calculer leur Transformée de Laplace

Retour au grain
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Exercice C.2.6 Calcul des originaux des Transformées de Laplace
Déterminer les originaux des Transformées de Laplace suivantes
1 p 1 p* p
p:-9 p?—16 (p+ a)? (p-1)-(p+3) | (p—-1%-(p+2)
2p-1 p+1 p—>5 p 1
p-(p*+3) | pP+p+2 | p>+8p+15 (p% +1)2 (p?+1)?

Retour au grain
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Exercice C.2.7 Equations différentielles

Résoudre les équations différentielles suivantes a 1'aide de la Transformée de Laplace. On suppose y' =
dy@® o _ 4y
ar 7V T Tag

y'—y=sin(29) yO =1 | y' 0 =-1

¥y’ +4y=cost yo=1| y'(©)=0

y'2y' +5y=e’-sin@2n) | y0)=0 | y'(©0)=1

y2y'+y=eét y@=1]| y©=0

Représenter les graphes des solutions obtenues. (On pourra utiliser Scilab)

Retour au grain

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents

132



<« précédent section A

Exercice C.2.8 Equation différentielle du second ordre
On considére I'équation différentielle suivante :

y'+2m-wy-y +wi-y=0
y(©0) =0
yo)=1

1. Résoudre cette équation différentielle dans les trois cas suivants: m<1 m=1 m>1
2. Représenter les courbes des solutions pourwg=letm<05 m=1 m>2

Représenter les graphes des solutions obtenues. (On pourra utiliser Scilab)

Retour au grain
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C.3 Exercices du chapitre Il

C31 Calcul direct de TI((£ = 1) /2a) . . . . . o o v i i e e e 135
C3.2  Calcul de fTI(2) €t F2TI(E) « « v v v v et e e e e e e e e e e e 136
C33 Calcul de la TF d'une fonction parabolique . . ... ............... 137
C34 Calcul de la TF de fonctions exponentielles . . . . ... .. ... .. ...... 138
C35 Calcul de la TF d'une fonction Triangulaire . . .. ... ............. 139
C.3.6 Symétrie de la TF, Théoreme de Parseval . . ... ................ 140
C3.7 TF d'une Gaussienne . . . . . . . . o e 141
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Exercice C.3.1 Calcul direct de II((t — ty)/2a)

Cours:
Théoréme du retard

La fonction porte I1(t) est définie par

1

(s = 1 |t|S§
“lo je>1

2
=1

1. Représenter le graphe de la fonction IT (Z_aO) pour les couples de valeurs de a et ¢y suivantes

e o= 0;a=1/2

e fp=2;a=1

o fp=—1;a=2

a . =1 ara

2. Calculer la transformée de Fourier de I1 0 dans le cas général
a

3. Retrouver ce résultat en utilisant les propriétés de changement d’échelle et du retard

Sommaire

Retour au grain Concepts
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Exercice C.3.2 Calcul de tTI(#) et t2T1(t)

Cours:
Transformée de la dérivée temporelle

La fonction porte I1(#) est définie par

1
0 lt>4

1 jt<i
. { fl<3
1. Représenter les graphes des fonctions u; (1) = ¢-II() et up(£) = £ -TI()
2. En utilisant la formule de la transformée de la fonction porte calculer les transformées U, (f) = F[¢-
(1) et Uz (f) = F[¢*-T1(2)
3. Utiliser les développements en série suivants

P
cos(x)=1—-— x=0

3

. X
sm(x):x—g x=0

calculer les valeurs de U (f) et U (f) pour f =0
4. Vérifier par un calcul direct que 'on a

Sommaire
e} e} Concepts
m@:fpnmmmwwzfﬁﬂmm
—00 —00
Exemples
Exercices
Retour au grain Documents

136



<« précédent section A

Exercice C.3.3 Calcul de la TF d'une fonction parabolique

Cours:
Transformée de la dérivée temporelle

La fonction parabolique u(t) est définie par

1-£2 |t|<1
u(t) =
0 £ >1

suivant »

1. Représenter le graphe de la fonction u(t) de sa dérivée u/'(1) et de sa dérivéee seconde u” (1)

2. Montrer en particulier que

u'(p) = —2H(£) +26(t—1)+25(t+1)

3. Calculerla TF U (f) = F[u" (1)]

4. En déduire Uy (f) = F[u/(1)] et Up(f) = & [u(r)]. Vérifier que I'on a bien

Uy (0) wa u(t)dte

—00

Retour au grain
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Exercice C.3.4 Calcul de la TF de fonctions exponentielles

Cours:
Transformées élémentaires
Transformée de la dérivée temporelle

La fonction parabolique u(t) est définie par

e t=0 a>0
u(t) =
0 t<0

. Représenter les graphe des fonctions u(t) , t- u(t) et £ - u(t)

. En déduire U; (f) = Z[t- u(t)] et Us(f) = F[12 - u(r)).

. Vérifier que I'on a bien

=W N e

o0 o0

suivant »

. Calculer la TF U(f) = & [u(t)] et représenter graphiquement |U(f)| et arg(U(f)

U(O)zfu(t)dt;Ul(O)zftu(t)dt;Ug(O)zftzu(t)dt

—0o0 —00

5. Utiliser les résultats précédents pour trouver Uy, (f) = F[t" - u(t)]

Retour au grain
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Exercice C.3.5 Calcul de la TF d'une fonction Triangulaire

Cours:

Transformées élémentaires
Transformée de la dérivée temporelle
TF du produit de convolution

La fonction triangulaire A(t) est définie par

1+t —-1<t<0
u)=41-t 0=<t=<l1
0 [t] >1

1. Représenter le graphe de la fonction A() et de sa dérivée A’ (1)
2. Montrer en particulier que

A =TIt + l) — (¢t - l)
B 2 2

3. Calculerla TF Uy (f) = F[A' ()]
4. En déduire U(f) = F[A(D)]
5. Vérifier que A(t) =TI(t) x I1(t)

Retour au grain
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Exercice C.3.6 Symétrie de la TF, Théoreme de Parseval

Cours:

Transformées élémentaires
Transformée de Fourier inverse
Formule de Parseval

1. Calculer la TF de Fourier inverse de U(f) = e"%/1; a > 0 et représenter la fonction u(f) =

2. En déduire la valeur de 'intégrale

(e 9)
f cosa)t
1+ t2
0
3. Calculerla TF U; (f) = F[A' ()]

4. Utiliser le théoréme de Parseval pour calculer I'intégrale

|
L= | ——dt
2 f 1+ £2)2

Retour au grain
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<« précédent section A

Exercice C.3.7 TF d'une Gaussienne

Cours:
Transformée de la dérivée temporelle

Formule de Parseval

On désire calculer la transformée de Fourier G(f) de la fonction g(t) = e™”"  Soit : G N=Fg®]

1.
2.

Représenter le graphe de la fonction g().

Donner la définition de la transformée de Fourier de g(f). Dans cette expression, on pose : du =
e 7211 gt et v = e, En utilisant la formule d’intégration par parties montrer que la transformée
de Fourier G(f) de g(¢) satisfait 'équation différentielle suivante :

___1 dG6H
G(f) = 2nf  df

Léquation différentielle précédente est a variables séparables. Résoudre cette équation pour expri-
mer G(f).

T Amce - s B
Utiliser le théoréme de Parseval et la relation [0 e """ dt = 1 pour calculer la constante d’intégra-
tion.

Retour au grain

141

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents



142

Index des concepts

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents



	Fonctions associées aux signaux
	Fonctions complexes de la variable réelle
	Définition des fonctions complexes de la variable réelle
	Limites et Dérivée d'une fonction complexe
	Intégration d'une fonction complexe

	Séries de Fourier
	Définitions
	Bases de fonctions

	Convolution
	Définitions et propriétés
	Interprétation graphique

	Principales fonctions utilisées en traitement du signal
	Fonctions de test
	Interprétation physique
	Autres fonctions de test


	Transformation de Laplace
	Intégrale de Laplace
	Définition
	Exemples

	Propriétés de la Transformation de Laplace
	Propriétés
	Transformées de la dérivée et de la primitive d'une fonction u(t)

	Transformation de Laplace inverse
	Définition, Propriétés
	Original de U'(p) et de pU(p)dp
	Produit de convolution et transformation de Laplace.

	Application de la Transformation de Laplace aux équations différentielles 
	Equation différentielle linéaire.
	Résolution d'un système différentiel


	Transformation de Fourier
	Intégrale de Fourier
	Définition
	Exemples de Transformées

	Propriétés de la Transformée de Fourier
	Transformée de Fourier inverse
	Linéarité de la Transformée de Fourier
	Transformée de u(at)
	Transformée de u(t-t0)
	Transformée de u'(t)
	Transformée du produit de convolution
	Formule de Parseval
	Transformée de Fourier d'un signal échantillonné


	Documents
	Documents du chapitre I
	Documents du chapitre II
	Documents du chapitre III

	Exemples
	Exemples du chapitre II

	Exercices
	Exercices du chapitre I
	Exercices du chapitre II
	Exercices du chapitre III


